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第1章 序論

本研究は “hBN/グラフェンのヘテロ構造による超伝導状態の振舞 (hBNは六方晶窒化ホウ素を指
す)の解明”を動機として始めたものである。論文題目の “新奇二次元超伝導体の理論的発見と解析”

とは異なるが、これは研究過程において予想していなかった新奇薄膜超伝導体の発見が達成されたた
め、その重要性を鑑みて後者へと変更した。この章では最初の研究動機であった hBN/グラフェンの
ヘテロ構造における超伝導の重要性についての認識を共有することを目的とする。そのためにまず
1-1節で、大元となるグラフェンについてその歴史および物理的性質を紹介する。次に 1-2節では、
近年発見され次々と研究が行われているグラフェン系超伝導についてその主要な先行研究の概略を
示す。さらに 1-3節で、超伝導とは別にグラフェン関連で注目を浴びているVan der Waalsヘテロ接
合結晶について、その有用性を述べる。最後に 1-4節において、これらを踏まえた上で本研究の目的
と流れを簡潔にまとめる。

1.1 グラフェンについて

図 1.1 グラファイトの模型図 [1]。平面方向には六角形の蜂の巣型格子 (ハニカム格子)を作り、それが垂直方向に積み重なっ
ているのがわかる。

鉛筆の芯を構成する物質が炭素原子のみで構成される層状化合物、グラファイトであることはよ
く知られている。図 1.1はその構造を示す。グラファイトは層間の結合が非常に弱く、紙に文字を書
く際の弱い摩擦力程度で簡単に引き剥がされてしまう。引き剥がされたグラフェイトがその極限と
してたった一層になった場合、この単原子層結晶を “グラフェン”と呼ぶ。身近にありふれた物質の
一部分であり、かつ理論的にその存在が予言されていたにも関わらず、長年にわたりグラフェンの合
成は成功に至らなかった。グラフェンが人間の手により初めて安定的に合成されたのは、2004年の
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A.Geim、K.Novoselov氏らによるスコッチテープ法の発見 [2]によるものである。図 1.2にその詳し
い手順と、グラフェンの存在を確かめる手法について示す。

図 1.2 スコッチテープ法によるグラフェン作成、グラフェン層数の特定方法 [4]。 (左図)グラファイトを市販のセロハンテー
プに貼り付け、くっつけ剥がす動作を繰り返すことでグラファイトの層が剥がされてグラフェンが生成される。SiO2 基板に
押し付けることで転写でき、光学顕微鏡で直接観察できる。 (右図) 層数の特定としては AFM で結晶の高さを直接測定する
か、Raman 分光が用いられる。Raman 分光では 2700cm-1 あたりにある G’ バンドが結晶性の良さを反映したピーク強さ
を示し、また層数が増えるにつれてスペクトル幅が広がりピーク強さが低くなる [5]。

スコッチテープ法は非常に簡単かつ低コストでグラフェンを作成することが出来るため、その発
見後から現在に至るまで爆発的に広まるグラフェン研究の流れを作った一つの要因となっている。
A.Geim、K.Novoselovの両名はこの功績を評価され合成から約 6年という異例の早さで 2010年に
ノーベル物理学賞を受賞している。グラフェンがこのように発見から短期間でノーベル賞を受賞した
のは、数十年も前から理論的には指摘されており実験的実証や応用が望まれていた、そしてそれらの
理論予想を超えて現れた、グラフェンに備わるあまりにも特異な多くの性質によるものであろう。

図 1.3 引張強度、剛性、電子移動度、熱伝導度について、他の有用材料との比較 [1]。縦軸は log スケールであり、棒グラフ
のうち濃い赤色で強調されているのがグラフェンである。

その特異的と言われる物質的性質の一部を紹介する。まずは応用上重要であり、基本的な 4つの物
性について図 1.3に示した。それぞれの物性について、現在知られている物質の中でも特に優れたも
のと比較しているが、その中であってもグラフェンの示す値は他を圧倒している。引張強度や剛性に
ついては、隣り合う炭素 C-C間の結合ボンドがσ電子による共有結合で構成されており、これは同
じく炭素のみからなり硬度最大級とされるダイアモンドを構成する結合と同じものであることから
その力学的強度が納得出来る。原子一層という考えられる限り最も薄い物質がこれほどの強度をも
つのは驚きである。さらに電気伝導に関しては現在半導体として広く用いられているシリコン、シリ
コンを上回る可能性をもつ半導体材料として研究対象にされるゲルマニウムなどを遥かに凌駕して
いる。熱伝導度についても、銅や銀など日常生活でその熱伝導の高さを実感させられる金属材料よ
り一桁以上も高い値を示していることは驚きである。この高い電気伝導度や熱伝導度の理由として、
それらを伝える電子の速度が他の固体結晶に比べて格段に早いことが挙げられる。
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ではなぜグラフェン中の電子だけがそのように振る舞うのであろうか。これは実は対称性および
相対論という物理的効果を含むものである。グラフェンの持つ構造対象性はほぼ完全な二次元性及び
単位胞に二つの等価な原子を含んだハニカム構造である。Fermiエネルギー付近に存在する二つのπ
軌道についてのみ考えればよいとし、強束縛近似モデルを用いた計算によると、グラフェンのエネル
ギー分散図はある対称点KにおいてDirac coneと呼ばれる特異な形をとることが示される ([5]また
は本論文 2.1.1節)。図 1.4に具体的なバンド図を示す。

図 1.4 グラフェンのバンド図 [11]。縦軸 Ek はエネルギー (eV)、kx, ky は逆空間での座標を表す。

K点近傍では線形分散を示しており、これは通常の結晶中の放物線型バンドとは異なるものであ
る。K点近傍の電子は光速の 1/300程度の速度で動くことが確認されており、相対論的効果を考慮す
べき領域の速度である [6]。実際通常の結晶中の電子は有効質量を取り入れた非相対論的 Schrodinger

方程式でよく記述することが出来るが、グラフェン中の電子は相対論的量子力学におけるDirac方程
式、これを質量 0とした場合のWeyl方程式と全く同じ形の式に従う [7]。このことは実験的にも確
認されている [3]。Weyl方程式はその導出の仮定から、スピン 1/2で質量 0の Fermi粒子を記述す
る (Weyl粒子)。これはまさに質量 0であると考えられていた Fermi粒子、ニュートリノを記述する
ものと期待されていた [9]が、ニュートリノにわずかながら質量があることを示す観測結果ニュート
リノ振動 (1998年発見、2015年ノーベル賞 [10])により否定された。そもそもWeyl粒子はカイラリ
ティと呼ばれる物理量が運動によって不変であるという他に見られない特徴的な性質を持ち、この粒
子を発見しその性質を研究することは物理学の課題として面白いものであるが、グラフェン中に見ら
れたような質量 0と見做される電子がこのWeyl粒子として扱えるのではないかと期待され研究が行
われている。このように素粒子物理学との繋がりも見え隠れするグラフェンの物性は非常にロマンで
溢れている。他にも、本来極低温でしか観測されない量子ホール効果が室温でも観測 [16]され、そ
れが半整数量子ホール効果と呼ばれるさらに特殊な振舞をする [17]こと、Kleinトンネリング と呼
ばれる特殊なトンネル効果が観測される [18]こと、室温での巨大な反磁性 [5]、など様々な異常物性
が確認されている。

以上のような特異性からグラフェンは応用や基礎、物理や化学などあらゆる分野に影響をもたら
し、今なお一大ブームとして多くの研究が行われている。

5



1.2 グラフェン超伝導
グラフェンについてのさまざまな性質が解明されていく一方で、固体物理において最も顕著な量
子現象の一つである超伝導に関しては長い間注目されることはなかった。グラフェンは半金属であ
り、超伝導に重要な役割を果たす Fermiエネルギー付近の電子状態密度が少ないので、そのままで
は超伝導体になることは出来ない。また電子が何らかの形で供給されたとしても電子とフォノンと
の対称性が噛み合わず、超伝導には不利である。初めて一層グラフェン上での超伝導を提唱したのが
G.Profetaらによる数値計算である [68]。それまでに見つかっていたグラファイトにおける超伝導が
アルカリ金属元素などを層間に挿入し伝導電子を供給することで実現していた (C6Ca, C6Yb)こと
から、そのアナロジーとしてアルカリ元素のリチウム (Li)を添加したグラフェン (図 1.5(a))に着目
し、数値計算から数Kで超伝導になることを予測した。その後実験的に Li添加グラフェンは超伝導
になることが確かめられ [69]、またグラファイトの薄膜極限である二層グラフェン (図 1.5(b))にお
いてもカルシウム原子 (Ca)を挟んだ構造で超伝導になることが実験 [66]および数値計算から示され
た [67]。

図 1.5 (a)Li 添加グラフェンの模型図 [68]。Li 原子 (青) がグラフェンの Hollow サイトに捉えられる。赤い線は単位胞を表
す。(b)Caを層間に取りこんだ二層グラフェンの模型図 [67]。こちらも Ca原子 (緑)が二層グラフェン (銀)の Hollowサイ
トに捉えられる

今後様々な応用が考えられるグラフェン素材において、決して高くないと言える転移温度ではある
が超伝導体として存在可能であるという事実が示されたことは大きなインパクトを持ち、現在でも
グラフェン系物質における超伝導に対して多くの研究が行われている。先行研究のより詳しい内容は
4章で紹介する。
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1.3 hBN/Grapheneヘテロ構造
様々な二次元結晶が発見されその研究が進められる中、近年注目され始めているのがそのヘテロ構

造である。van der Waals結合で層状結晶を構成している物質は他の種類の物質と van der Waals結
合を形成しヘテロ構造をつくることが出来る。化学的な結合による異種物質接合と比較すると、van

der Waals結合は物質の種類に大きく依存しないため、ヘテロ構造の組み合わせの自由度が高い。こ
のことを表す模式図が図 1.6である。

図 1.6 Van der Waals ヘテロ接合の模式図。これらの単原子層結晶は自由に積み重ねることが出来、まるでレゴブロックの
ようだと例えられる [12]。

なぜこれらのヘテロ構造が研究されているのかといえば、もともとグラフェンを半導体として使
うためにはエネルギーギャップが存在しないことが大きな課題であったが、グラフェンに対して半導
体や絶縁体である他のVan der Waals物質をヘテロ接合すると対称性が破れてエネルギーギャップを
開くことができるとして注目されたことが始まりであった。今ではエネルギーギャップ以外の電子状
態や光学的性質など様々な観点から、ヘテロ接合によって単一の結晶では見られなかったような新奇
物性現象を探る研究も行われている。
この Van der Waals物質の中で特にグラフェンと相性が良いとされているのが hBN(六方晶窒化

ホウ素)である。hBNはホワイトグラフェンという別名で呼ばれるほどグラフェンと多くの性質が
似ている。まずグラフェンと同じようにハニカム格子を形成し、その格子定数も 1.7%程度の違いし
かない [13]。この類似した結晶構造により、hBNは他の Van der Waals結晶に比べてグラフェンの
構造を乱さずにヘテロ接合を形成することが出来る。実際、平坦な hBN基板の上に重ねたグラフェ
ンは従来の SiO2 基板上のグラフェンよりも表面の凹凸が半分以下にまで減り、電子特性 (移動度な
ど)は一桁以上高い値を示す。この電子特性は宙吊りにされて基板と相互作用しないようにした free

standingなグラフェンに匹敵するものである [15]。ここで、free standingなグラフェンといえども
決して凹凸を全く持たないというわけではないことに注意されたい。完全な二次元結晶はゆらぎに
対して不安定で存在出来ないことが知られているが、グラフェンであってもこの効果は存在し、宙吊
りにされたグラフェンは垂直方向にうねり (ripple)の自由度を持つことでエントロピーを増大し安定
的に二次元構造を保っている [14]。図 1.7に ripple構造を示す。
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図 1.7 グラフェンの ripple 構造の概念図 [14]。

hBNとグラフェンを接合すると互いに引力で引張合い、グラフェンは宙吊りの ripple状態よりさ
らに平坦化され理想的な特性を引き出すことが出来ていると考えられる。さらに hBNのようにワイ
ドギャップの絶縁体であればグラフェンの電子状態を乱しづらいことも利点としてあげられるだろう。

1.4 本研究の目的
1-2節で Ca原子を二層グラフェンの層間に取り込んだ構造では超伝導体となることを紹介した。
ではこれを 1-3節で見たようなグラフェンと hBNのヘテロ接合に置き換えた場合はどうなるであろ
うか。このような電子ドーパント元素を層間にもつグラフェン/hBNのヘテロ構造に関する超伝導の
研究は未だ例がない。グラフェン超伝導および二次元結晶ヘテロ構造という応用物理における現在主
流な二つのトピックを含む興味深いテーマである。本研究はその第一歩として主に第一原理の数値計
算を行い、この層間グラフェン/hBNヘテロ構造の電子状態とフォノン状態を詳しく調べ、そこから
導き出される電子－フォノンのカップリング強さおよび超伝導転移温度などの振舞を理論的に示す
ことを目的とする。
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第2章 グラフェンと超伝導

2.1 グラフェンの物理
この章では、第 1章でも触れたグラフェンの特徴的な性質について、その一部を詳しくまとめて

おく。2.1.1節で基本となるDirac Coneの導出を確認する。2.1.2節でDirac Coneに由来するDirac

電子について紹介する。2.1.3節で Dirac電子の運動方程式と素粒子物理学で登場するWeyl方程式
との類似性について述べる。

2.1.1 Dirac Coneの導出
この小節ではグラフェンのエネルギーバンド図上に現れる特徴的な構造、Dirac Coneの導出を確

認する。第二量子化の表記を使い、タイトバインディング近似を用いる [19]。

図 2.1 グラフェンの格子

Hamiltonianとしては、Hoppingエネルギーのみを含む次のようなものを考える。

H = −t
∑

<i,j>σ

(
a†iσajσ + a†jσaiσ

)
(2.1)

a†iσ(aiσ)は格子点 iに電子を生成 (消滅)させる演算子で、反交換関係 {aiσ, a†iσ} = 1などを満たす。
< i, j >は隣合う格子点の組み合わせについて和を取ることを示す。セルの位置をRj1,j2 = j1a1+j2a2

として、セルの内部座標を eα(α = A,B)として Bサイトを eB = 0⃗としA サイトを eA = (−1, 0, 0)

のようにとる。xyz方向の単位ベクトルを取ると、a1 = (3/2,
√
3/2, 0)、a2 = (3/2,−

√
3/2, 0)と表

記出来る。
まず逆格子ベクトル b1,b2 を定義通りに計算すると、b1 = 2π/3(1,

√
3, 0),b2 = 2π/3(1,−

√
3, 0)

となる。図 2.2に逆格子空間の図、さらに主な対称点の座標を示している。
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図 2.2 逆格子 (第一 Brillouin ゾーン) 及び 主な対称点の座標と |f(k)|

実空間では無限の格子点が存在していて扱いづらい。そこで結晶の周期性を利用して生成消滅演
算子の Fourier変換を行う。

aj1j2ασ =
1√
N c

∑

k

akασe
ikrj1j2α (2.2)

a†j1j2ασ =
1√
N c

∑

k

a†kασe
−ikrj1j2α (2.3)

新しく定義した逆空間での生成消滅演算子も次の反交換関係 [aj1j2ασ, a
†
j1j2ασ

] = δkk′δαα′δσσ′ を満た
すことが確かめられる。これを元の Hamiltonianに代入し反交換関係などを用いて計算すると、

H = −t
∑

<j1j2α,j′1j
′
2α

′>

(a†j1j2ασa′j1j′2α
′σ′ + a†′j1j′2α′σ′aj1j2ασ) (2.4)

= −t
∑

kσ

(
a†kασakβσf(k) + a†kβσakασf

∗(k)
)

(2.5)

のようになる。ここで
f(k) ≡ e−ikx + ei(

1
2kx+

√
3

2 ky) + ei(
1
2kx−

√
3

2 ky) (2.6)

を定義した。自明な基底を取ることで Hamiltonianの行列要素が計算でき、ある kについてのみ取
り出すと

−t

(
0 f(k)

f∗(k) 0

)
(2.7)

これを対角化してエネルギー固有値 Ekσ は

Ekσ = ±t |f(k)| (2.8)

= ±t

√

1 + 4cos
3

2
kxcos

√
3

2
ky + 4cos2

√
3

2
ky (2.9)

と求まった。これは波動関数の表記を用いて導出された結果 ([5] p.81)と確かに一致している。適当
な tを取って計算しプロットすると、エネルギーバンドは図 2.3のようになり、K点付近では線形な
バンドが見られる。さらに三次元的にプロットされた図 2.4を見ると確かに円錐の形 (Dirac Cone)

が確認出来る。
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図 2.3 グラフェンのエネルギー分散図

図 2.4 グラフェンのエネルギー分散 三次元立体図 [20]

2.1.2 K点近傍のDirac電子
前節で求めたエネルギーバンドの式 (2.9)より定義通りに有効質量m∗を計算してみる。通常の有

効質量近似は放物線型バンド分散を頂点 k = 0⃗とし ϵ(k)と表した時に

ϵ(k) = ± h̄2k2

2m∗ (2.10)

のように頂点付近で二次で展開する。ここで、有効質量m∗ が定義されている。

1

m∗ ≡ 1

h̄2

∂2E(k)

∂k2
(2.11)

kを演算子−ih̄∇と置き換えることで k表示から実空間表示に移り、Hamiltonianとしてはこの有効
質量を持った自由粒子 H = − h̄2

2m∗∇2 として書くことが出来る。格子ポテンシャルが電子の運動を
妨げるような影響を全てm∗という一つの値に取り込んでしまっているのである [14]。半導体で重要
となる Fermiエネルギー付近の電子がこの近似によって、格子の存在を露わにせずとも簡単に扱え
るようになることが利点である (電子の空間的運動が単純な Newton運動方程式で書けるようになる
[26]など)。
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図 2.5 (左) 一般的な半導体の放物線バンド、(右) グラフェンの線形バンド [14]

さて、グラフェンの場合について考える。エネルギー分散の kxについての二階偏微分は次のように
計算される。

1

m∗ =
1

h̄2

∂2E(k)

∂k2x
(2.12)

=
1

h̄2

cos 32kxcos
√
3
2 ky

(
sin 3

2kxsin
√
3
2 ky + |f(k)|

)

|f(k)|2 (2.13)

K点では |f(k)| = 0であるので右辺は無限大に発散 (二階偏微分はバンドの傾きの変化率であるが、
K点で傾きが不連続に変化していることからも納得が出来る)し、有効質量m∗は 0となる。ただし、
ここで行った議論は正確でない。K点から少しでもズレると今度は線形バンドの二階微分が 0であ
り有効質量は無限大となってしまう。これは通常の放物線状バンドの際には用いることが出来ていた
有効質量近似そのものが破綻しているのである。正しくはDirac方程式で質量項を 0とした場合の式
によってグラフェン電子の運動がよく記述出来ることから質量ゼロと呼ばれている [23]。
現実に存在する質量が 0である粒子 (光子など)は特殊相対論によると光速で運動し続けるはずだが、
質量が 0とされる電子というのは一体どのような運動をしているのであろうか。バンドの傾きから計
算することが出来る電子の群速度について計算を行った。K点付近のみを考えるので、kの一次までに
ついてのみ考慮する。式 (2.6)の f(k)についてK点周りでの Taylor展開 (k′ = k− (2π/3, 2π/3

√
3)

として k′ について一次まで)を行うと、

f(k) = e−ikx + ei(
1
2kx+

√
3

2 ky) + ei(
1
2kx−

√
3

2 ky)

= e−i(k′
x+

2
3π) + ei(

1
2k

′
x+

1
3π)ei(

√
3

2 k′
y+

1
3π) + ei(

1
2k

′
x+

1
3π)e−i(

√
3

2 k′
y+

1
3π)

= −3

4
(
√
3− i)(k′x + ik′y) (2.14)

Ek = ±t |f(k)|

= ±t
3

4

√
(
√
3− i)(

√
3 + i)(k′2x + k′2y )

= ±t
3

2
k (2.15)
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群速度 vk は、格子定数 1 ≃ 1.42 × 10−10 m、飛び移り積分 t = 3.0 eV および Planck 定数 h =

4.136× 10−15 eV · sを代入して、

vk =

∣∣∣∣
1

h̄

∂E(k)

∂k

∣∣∣∣

=
3t

2h̄
a

=
3 · 3.0 · 1.42× 10−10

2 · 4.136× 10−15
× 2π

= 9.702 · · ·× 105

　 ≃ 1.0× 106 (2.16)

となる。この値は光速度 c ≃ 3.0 × 108 のおよそ 1/300にあたる速さである (参照文献 [3]と一致し
た)。光速に近い速度で運動する電子はもはや非相対論 Schrödinger方程式の枠を超えていると思わ
れる。実際この電子の運動を最もよく記述するのは次節で示す相対論的 Dirac方程式に酷似した式
である。このような特異的な相対論的電子を Dirac電子と呼ぶ。

2.1.3 Weyl方程式とスピン自由度
Hamiltonianは式 (2.7)と式 (2.15)より

H =
3

4
t

(
0 (

√
3− i)(k′x + ik′y)

(
√
3 + i)(k′x − ik′y) 0

)
(2.17)

であるが、これを同じ固有値を与える次の簡単な形に Unitary変換しても物理的には同値なものを
表す。

H =
3

2
t

(
0 k′x + ik′y

k′x − ik′y 0

)
(2.18)

= vkh̄

(
0 k′x + ik′y

k′x − ik′y 0

)
(2.19)

式 (2.16)を用いて定数部分を略記した。固有ベクトル f(k′) =

(
f1(k′)

f2(k′)

)
を用いて固有方程式を露

わにすると、

vkh̄

(
0 k′x − ik′y

k′x + ik′y 0

)(
f1(k′)

f2(k′)

)
= Ek′

(
f1(k′)

f2(k′)

)
(2.20)

これは Pauliのスピン行列 σ

σx =

(
0 1

1 0

)
,σy =

(
0 −i

i 0

)
,σz =

(
1 0

0 −1

)
(2.21)

を用いると、
vkh̄(σ · k′)f(k′) = Ek′f(k′) (2.22)

簡単のため h̄k′ ≡ pのように波数を運動量で置きかえると次のようになる

vk(σ · p)f(k′) = Ek′f(k′) (2.23)

ここで有効質量近似を用いると結果的に pを微分演算子とみなすことになり、K点近傍の波動関数
はA,B原子付近の連続的な波動関数 FK

A (r), FK
B (r)として置き換えて良い [21][24](有効質量近似につ

いての詳細は [25]を参照)ので、FK(r) ≡
(
FK
A (r), FK

B (r)
)
として

vk(σ · p)FK(r) = EFK(r) (2.24)
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また同様の計算を K’点周りで行うと符号が変更され

−vk(σ · p)FK′
(r) = EFK′

(r) (2.25)

のようになる。これは Dirac方程式に現れる 4成分波動関数をカイラル表示により 2成分ごとの右
巻き波動関数 φR、左巻き波動関数 φL に分離 (質量 0の時のみ可能)したWeyl方程式 [9]

⎧
⎨

⎩
ih̄ ∂

∂tφR = −ih̄c(σ ·∇)φR

ih̄ ∂
∂tφL = +ih̄c(σ ·∇)φL

(2.26)

⇔

⎧
⎨

⎩
c(σ · p)φR = EφR

−c(σ · p)φL = EφL

(2.27)

と全く形をしている [21]。Weyl方程式における粒子の速度は光速 cにあたり、この部分がグラフェ
ンのDirac方程式では vk に置き換わっている。またWeyl方程式における Rと Lという二つのヘリ
シティに関する自由度が、グラフェンではK点とK’点という Brilloinゾーンにおける非等価な二つ
の点の自由度に対応しており、これをバレー自由度もしくはバレースピンと呼ぶ。さらにWeyl方程
式における 2成分波動関数はそれぞれスピン 1

2 ,−
1
2 を表す項であるが、これはグラフェンの式では

実空間単位胞における非等価な Aと Bという 2原子の自由度になっている。この 2つの自由度は擬
スピンと呼ばれる [22]。これら特異なスピン自由度についてまとめたものを図 2.6に示す。

図 2.6 (a) 電子スピン、(b) 擬スピン、(c) バレースピン (a) 上向き下向きの二つの状態があり、実空間の 2π 回転で移り変
わる (b)原子 Aサイト Bサイトの二つの自由度が有り、k空間上の 2π 回転で移り変わる (c)Brillouinゾーン内の K点 K’
点の二つの自由度が有り、時間反転操作で移り変わる [5]。
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2.2 超伝導の物理
2.2.1節で超伝導の歴史の概要を述べる。2.2.2節で初めて超伝導現象を微視的に説明したとされる

BCS理論について解説する。さらに 2.2.3節では出発点となる Hamiltonianを精密化することでよ
り拡張された理論、Eliashberg理論をまとめた。Eliashberg理論は本研究で用いた数値計算の基礎
となっているものである。

2.2.1 超伝導の歴史
超伝導の歴史は 1911年、Kamerlingh Onnesによって成された一つの実験が始まりとなる。彼は

この実験の 3年前に、当時としては最先端となるヘリウムの液化を成功させていた。彼は液体ヘリウ
ムを用いて金属の極低温での電気伝導度を調べ始めた。今まで達成し得なかった極低温での実験によ
り、初めて水銀が 4.2K付近で突然電気抵抗 0になるという事実を発見した (図 2.7)。この現象は当
時の物理学では全く説明の付かないものであった。

図 2.7 Kamerlingh Onnes と 水銀の温度に対する電気抵抗を示したグラフ [29]

その後他の金属でも有限温度で電気抵抗が 0になるという特異的な性質が複数確認され、これらの
現象は Onnesにより”superconductivity”(超伝導)と名付けられた [27]。さらに 1932年 Keesomに
より超伝導化前後の温度での比熱の不連続な変化が発見され、1933年Meissnerと Ochsenfeldによ
り超伝導状態の試料内部では磁束密度が常に 0になるという完全反磁性が発見された。超伝導発現
の微視的なメカニズムは多くの物理学者が挑み続けるも不明のままであったが、その間現象論的に超
伝導体の電磁気的性質などを説明する理論が次々提唱された。最終的に 1950年に発表された V. L.

Ginzburgと L. D. LandauによるGinzburg-Landau理論が最も一般的で有用な現象的理論とされ現
在でも広く用いられている。
そして 1956年から 1957年にかけて Bardeen, Cooper, Schriefferらは電子が Cooper対と呼ばれ

る対状態を形成することで超伝導状態になるという BCS理論を提唱した [28]。BCS理論は初めて微
視的なメカニズムから超伝導を説明した理論であった。BCS理論を元にして更に拡張した Gor’kov

理論 (1959年)により Ginzburg-Landau理論が自動的に導き出されることが証明され、ミクロな理
論とマクロな理論が完全に繋げられた。その後 BCSの考え方を元にしてそれを精密化することでよ
り一般化した理論 (EliashbergやMigdalによる強結合理論)が提唱され、さらに合金や重い電子系
などでの超伝導を説明を目指す研究が行われる時代となり、超伝導の機構は完全に BCS理論によっ
て全て説明されるものであると思われていた。
しかし 1986年、BednorzとMüllerは銅酸化物 (La-Ba-Cu-Oペロブスカイト系)においてその当

時の最高記録より 12 K高い 35 Kで転移温度を示すことを発見した。発見当初は評価されなかった
が、追試により確かに証明されたと発表された後はたった三ヶ月後に 90Kの転移温度を持つイットリ
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ウム系超伝導体が発見されるなど、世界中で高温超伝導探索のフィーバーになったと言われる [30]。
銅酸化物における高温超電導の機構は BCS理論では説明が出来ないとされ長い間謎のままであった
が、2016年にはその機構を説明するとされる数値シミュレーション結果が発表されている [31][32]。

2.2.2 BCS理論
Bardeen, Cooper, Schriefferらは理想的な金属原子気体についての考察を行った。電子間に何らか
の正の引力機構が存在する場合、基底状態であると思われていた Fermiエネルギーまで電子が詰まっ
た状態が不安定化し、励起状態との間に有限のギャップを持つような新しい基底状態を持つようにな
ることを示したのが BCS理論である。この節では、まず本来 Coulomb反発力を持つはずの電子間
にどのようにして正の引力が働き得るのかについて概念的に示す。次に引力機構を仮定して金属気体
の Fermi面が不安定化することを導く。この節では主に文献 [35]より引用を行った。

まず結晶中においてフォノンと電子の間の相互作用を露わに考慮することによって電子-電子間に
引力が働くことを最初に示したのは Fröhlichである。簡単に概念だけを述べる。固体中では負の電荷
を持つ電子が正の電荷を持つ原子核で構成された立体格子の中を運動する。電子が原子核の近くを通
過すると原子核は Coulomb力により引きつけられ、平衡位置から変位する。格子変形によりプラス
の電荷が空間の一部に局在化することになるが、この分極に別の電子が引き寄せられた場合、電子-

電子がフォノンを媒介にした引力を感じたことになる。原子核は電子に比べて大きな質量を持ち遥か
にゆっくりと変位するため、変位を引き起こした電子が通り過ぎて遠くに行ってしまった後であって
も分極が残っており他の電子に作用することになる。この機構では電子-電子間の距離が 1000Å程度
である時に最も強い引力相互作用が生まれる。Coulomb相互作用は結晶中では Thomas-Fermi遮蔽
と呼ばれる電子系のスクリーニングにより、到達距離が数 Å程度しか無い。電子同士がある程度離
れているならば、フォノン媒介の引力が強力な Coulomb力に打ち勝ち、電子-電子間に有効的な引力
が働き得ることが納得出来る。

次に温度 0 Kの基底状態で FermiエネルギーをEFとした時に Fermi面が完全な球形を取る (ポテ
ンシャル井戸中の相互作用しない電子気体)ような系を考える。ここで Fermi面のすぐ外側に電子二
つ (波数 k1, k2)を追加した場合の安定状態を導出する。この二電子の波数ベクトルは時間変化し別
の波数 k′

1, k
′
2へと散乱されるが、全電子運動量保存および Fermi面内の電子は動けないことを考慮

すると、二つの電子の合計運動量Kが保存 (K = k1 + k2 = k′
1 + k′

2)されるはずである。散乱過程
数が最も多い、つまり引力機構が働く場合に最もエネルギーが低くなるのはK = 0の時である (文
献 [35]図 10.8参照)。ここからはK = 0となる k1 = −k2 = kの電子対を追加した場合のみを考慮
する。電子対の状態を表す二体波動関数 ψ(r1, r2)は次の Schrödinger方程式を満たす。

[
− h̄

2m
(∆1 +∆2) + V (r1, r2)

]
ψ(r1, r2) = (ϵ+ 2EF)ψ(r1, r2) (2.28)

ここでポテンシャル V、二つの電子対が Fermi面上にあるとしてそのエネルギーをそれぞれ EF、引
力機構により変化するエネルギーを ϵとしている。ϵが正であれば電子間相互作用により不安定化、
負であれば安定化したとわかるわけである。二体波動関数 ψ(r1, r2)は相対座標のみを変数として表
してよいはずであり、完全系を成す平面波基底 eik·(r1−r2) で級数展開すると、

ψ(r1 − r2) =
1

L3

∑

k

g(k)eik·(r1−r2) (2.29)

となる。g(k)は展開係数である。kについての和であるが、フォノン機構ではフォノンの Debye振
動数 ωD に相当するエネルギー幅でのみ散乱が生じるとして、EF − h̄ωD～EF + h̄ωD の範囲に相当
する kについてのみ考慮する。式 (2.29)を式 (2.28)に代入し、e[ik

′·(r1−r2)]を乗じた後、相対位置座
標に関して積分すると

h̄2k2

m
g(k) +

1

L3

∑

k′

g(k′)Vkk′ = (ϵ+ 2EF)g(k) (2.30)
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となる。ここで Vk,k′ は
Vkk′ =

∫
V (r)e−i(k−k′)·r (2.31)

で表され、(k, −k)から (k′, −k′)への散乱または逆散乱の遷移確率を表す行列要素である。簡単に
取り扱うために、Vk,k′ は Vk,k′ = −V0 のように波数依存性を持たないことを仮定する。この仮定に
より、式 (2.30)は次の簡単な形になる。

(
− h̄2k2

m
+ ϵ+ 2EF

)
g(k) = −A (2.32)

Aは波数 kに依存しない定数であり、

A =
V0

L3

∑

k′

g(k′) (2.33)

と定義されている。上二つの式は自己撞着方程式となっているのがわかり、次のようにまとめられる。

1 =
V0

L3

∑

k

1

−ϵ+ h̄2k2/m− 2EF

(2.34)

和を積分に置き直し実行する。自由電子の状態密度D(EF)、その半分の値を Z(EF)とすると、

ϵ =
2h̄ωD

1− exp[2/V0Z(EF)]
(2.35)

≃ −2h̄ωDe−2/V0Z(EF) (2.36)

相互作用の弱い (V0Z(EF) ≪ 1)場合は最後の式のように近似される。この式が表すのは、引力相互
作用がいかに弱くとも ϵが負であるということである。つまり Fermi面まで電子が埋め尽くされた
通常の常伝導状態よりも、二対の電子がお互いを束縛し合い散乱を繰り返す状態 (Cooper対)が存在
する方がエネルギー的に安定であるということが示された。

ここまでは Cooper対が一対である場合のみを考えてきたが、同じ束縛状態が他の電子についても
起こることでさらなるエネルギー安定化が進むと予想される。ただし、ある Cooper対電子が別の波
数をもつ Cooper対状態へと遷移する過程は他の電子状態にも左右されるものである。多体状態を簡
潔に記述するため、波数 (k,−k)に電子が存在する場合を状態ベクトル |0⟩k、存在していない場合を
状態ベクトル |1⟩k のように表すことにし、これらの状態に対する生成消滅演算子を σ+

k、σ−
k のよう

な第二量子化の表記を用いる。1つの Cooper対を表す波動関数 (式 2.29)は次のように書ける。

|ψk⟩ = uk |0⟩k + vk |1⟩k (2.37)

ここで uk, vk は、ωk ≡ |vk|2, 1− ωk ≡ |uk|2 が対状態を占める確率, 占めない確率に対応するよう
に定義される確率振幅である。簡単のため実数であるとする。多数の Cooper対が存在する場合の波
動関数を式 (2.37)の単純な直積で表すことにすると、

|φBCS⟩ ≃
∏

k

(uk |0⟩k + vk |1⟩k) (2.38)

と書ける。次に Hamiltonianは Cooper対状態間での散乱が起こる際に一定のエネルギー V0/L3 だ
け下がることを考慮すると、

H = − 1

L3
V0

∑

k,k′

1

2
(σ+

k′σ−
k + σ+

k σ
−
k′) (2.39)

= −V0

L3

∑

k,k′

σ+
k σ

−
k′ (2.40)

である。波動関数と演算子の内積を取ることで、系の減少エネルギー量の期待値が求まる。計算す
ると、

⟨φBCS|H|φBCS⟩ = −V0

L3

∑

kk′

vkuk′ukvk′ (2.41)
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である。ここで、Cooper対形成のため Fermi面から電子を励起させていることによる運動エネル
ギー増加分 (ξk ≡ h̄2k2/2m− EF)を考慮した全エネルギーをWBCS とすると次のように書ける。

WBCS = 2
∑

k

v2kξk − V0

L3

∑

kk′

vkuk′ukvk′ (2.42)

このWBCS を最小化する状態が、真の BCS基底状態にあたる。vk = cosθk, uk = sinθk と変数変換
し、∂WBCS/∂θk = 0となる状態を計算する。最終的に

WBCS =
∑

k

ξk(1− ξk/Ek)− L3∆
2

V0
(2.43)

と求まる。ここで∆は次のように定義される記号である。

∆ ≡ V0

L3

∑

k′

uk′vk′ (2.44)

そして、BCS基底状態エネルギーWBCS と常伝導状態の基底エネルギーWn との差が

(WBCS −Wn)/L
3 = −1

2
Z(EF)∆

2 (2.45)

と計算される。この式が表すように、パラメータ∆が有限の値であれば通常の常伝導金属相は基底
状態ではなく、電子が対を形成した BCS基底状態が最も安定であることになる。式 (2.45)は Fermi

準位のすぐ下エネルギー幅∆の領域にある単位体積あたり Z(EF)∆個の電子対がすべてエネルギー
EF −∆の準位に落ち込み凝集していると解釈出来る。また BCS基底状態から Cooper対をひとつ
だけ破壊した第一励起状態は BCS基底状態よりエネルギーが 2∆だけ高いことが示されており、さ
らにこのエネルギーギャップ ∆は系に電流が流れている場合でも不変であるため、一度電流が流れ
る状態になった超伝導体内では第一励起エネルギー 2∆を超える作用が働かない限り BCS状態を乱
されることはない。固体中で電子が抵抗を受ける原因であるフォノンとの非弾性散乱などであって
も、Cooper対を破壊する 2∆のエネルギーに至らない場合は抵抗として機能することは無い。これ
が超伝導と呼ばれる特殊なゼロ電気抵抗を実現しているのである。

2.2.3 Eliashberg理論
前節で見た BCS理論は微視的な機構から超伝導現象を説明する画期的なものであり、多くの実験
事実と合致していたが、一部のHgや Pb結晶では正しい予測を与えていないという問題点があった。
そこでこの問題点を改善するためにBCS理論をGreen関数の手法を用いてより拡張した、Eliahberg

の理論を紹介する。この節では Green関数について文献 [36]、文献 [37]、文献 [38]などを参照し、
Eliashberg方程式およびギャップ方程式の導出については文献 [39]より引用を行った。

BCS理論で取り扱った式 (2.40)の Hamiltonianはフォノンに関する演算子が現れておらず、フォ
ノン自由度を考慮していないものである。フォノン自由度を取り入れたHamiltonianから出発し、電
子Green関数に対する運動方程式を導出する。Hamiltonianは、電子の生成 (消滅)演算子 c†kσ(c

†
kσ)、

フォノンの生成 (消滅)演算子 a†kσ(a
†
kσ)、波数 kで表わされる電子の運動エネルギー ξ(k)、波数 qで

表わされるフォノンのエネルギーを ω(q)、フォノン qが媒介する電子-フォノンカップリングのエネ
ルギーを α(q)として、

H =
∑

k,σ

ξ(k)c†kσckσ +
∑

q

ω(q)a†kσakσ +
1√
N

∑

k,q,σ

α(q)(aq + a†q)c
†
k+q,σck,σ (2.46)

を用いる。電子 Green関数は T積、および虚時間 τ を用いて次のように定義され、

G(k, τ − τ ′) ≡ −⟨Tck↑(τ)c†k↑(τ
′)⟩ (2.47)
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G(k, τ − τ ′)に関する運動方程式は τ で両辺を微分し、各演算子とHamiltonianとの交換関係を用い
て計算、φq(τ) ≡ a†q(τ) + a−q(τ)と定義されるフォノンに関連した Bose演算子を用いたGreen関数
Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′) ≡ −⟨Tφq(τ)ck+q↑(τ ′′)ck↑(τ ′)⟩を定義すると、次のように書ける。

[
− ∂

∂τ
− ξ(k)

]
G(k, τ − τ ′) = δ(τ − τ ′) +

1√
N

∑

q

α(q)Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′) (2.48)

この運動方程式を解くためには、Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′)に関する情報が必要となる。

演算子a†q, aqに関する運動方程式が同様に求まり、さらにこれを用いてφq(τ)、そしてΓ(q,k, τ, τ ′, τ ′′)

に対する運動方程式が求まる。結果のみを記すと、l ≡ k+ qのように置き換えた波数を用いて
[
∂2

∂τ2
− ω2(q)

]
Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′) = −2ω(q)α(q)√

N

∑

l,σ

⟨Tc†l,σ(τ)cl−q,σ(τ)c
†
k+q,↑(τ

′′)c†k,↑(τ
′)⟩ (2.49)

と書ける。これを自由フォノンの Green関数D0(q, τ − τ ′)に関する運動方程式
[
∂2

∂τ2
+ ω2(k)

]
D(q, τ − τ ′) = 2ω(q)δ(τ − τ ′) (2.50)

を用いて積分形式に書き換える。本来は相互作用を繰り込んだフォノンGreen関数を用いるべきであ
るが、近似として自由フォノンのGreen関数を用いる。この近似はフォノンの Debyeエネルギーが
Fermiエネルギーに比べて十分小さいという条件下でのみ正当化される (Migdal近似)[51]。式 (2.49)

の右辺を変形しデルタ関数を含む積分にした後、デルタ関数部分を式 (2.50)により自由フォノンGreen

関数へと書き換える。
[
∂2

∂τ2
− ω2(q)

]
Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′) (2.51)

= −α(q)√
N

∫
dτ12ω(q)δ(τ − τ1)

∑

l,σ

⟨Tc†l,σ(τ1)cl−q,σ(τ1)c
†
k+q,↑(τ

′′)c†k,↑(τ
′)⟩

=

[
∂2

∂τ2
− ω2(q)

](
−α(q)√

N

)∫ β

0
dτ1D(q, τ − τ1)

∑

l,σ

⟨Tc†l,σ(τ)cl−q,σ(τ)c
†
k+q,↑(τ

′′)c†k,↑(τ
′)⟩

両辺を比較することにより、

Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′) =

(
−α(q)√

N

)∫ β

0
dτ1D(q, τ − τ1)

∑

l,σ

⟨Tc†l,σ(τ)cl−q,σ(τ)c
†
k+q,↑(τ

′′)c†k,↑(τ
′)⟩ (2.52)

と Γ(q,k, τ, τ ′, τ ′′)が求まった。右辺の二体Green関数をWickの定理により一体Green関数の積へ
と近似する (平均場近似に相当)と次のようになる。

∑

l,σ

⟨Tc†l,σ(τ)cl−q,σ(τ)c
†
k+q,↑(τ

′′)c†k,↑(τ
′)⟩

≃ ⟨Tck+q↑(τ)ck+q↑(τ1)⟩ ⟨Tck↑(τ1)c†k↑(τ
′)⟩ ⟨Tck+q↑(τ)c−k−q↓(τ1)⟩ ⟨Tc−k↓(τ1)c

†
k↑(τ

′)⟩

= G(k+ q, τ − τ1)G(k, τ1 − τ ′)− F (k+ q, τ − τ1)F
∗(k, τ1 − τ ′) (2.53)

ここで異常 Green関数 F ∗(k, τ1 − τ ′) ≡ ⟨Tc−k↓(τ1)c
†
k↑(τ

′)⟩を定義した。

以上の式 (2.48), 式 (2.52), 式 (2.53)より電子 Green関数に対する運動方程式は、
[
− ∂

∂τ
− ξ(k)

]
G(k, τ − τ ′) = δ(τ − τ ′)− 1

N

∑

q

α2(q)

∫ β

0
dτ1D(q, τ − τ1) (2.54)

× [G(k+ q, τ − τ1)G(k, τ1 − τ ′)− F (k+ q, τ − τ1)F
∗(k, τ1 − τ ′)] (2.55)

と書ける。さらに Green関数の Fourier変換

G(τ − τ ′) =
1

β

∑

n

e−iωn(τ−τ ′)G(ωn) (2.56)
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を用いると、電子の正常自己エネルギーを

Σ(k,ωn) = −kBT

N

∑

q,m

α2(k− q)D(k− q,ωn − ωm)G(q,ωm) (2.57)

電子の異常自己エネルギーを

∆(k,ωn) = −kBT

N

∑

q,m

α2(k− q)D(k− q,ωn − ωm)F (q,ωm) (2.58)

と定義することで、運動方程式は最終的に次のようになる。

[iωn − ξ(k)− Σ(k,ωn)]G(k,ωn) +∆(k,ωn)F
∗(k,ωn) = 1 (2.59)

異常 Green関数 F ∗ の定義式を τ で微分することにより、もう一つの運動方程式

[iωn + ξ(k)− Σ(k,−ωn)]F
∗(k,ωn)−∆∗(k,ωn)G(k,ωn) = 0 (2.60)

が求まる。式 (2.57)～式 (2.60)は数値的に解くことが可能となった方程式群である。これらを総称
して Eliashberg方程式と呼ぶ。Eliashberg方程式にはフォノンとの相互作用により生じる電子の正
常自己エネルギー、および電子間を媒介するフォノンが時間 τ に依存する Green関数で表記され式
中に含まれている。この二つの要素はフォノン媒介の電子間相互作用が有限の時間で伝わるという遅
延効果を理論に取り入れたことを示しており、その点で BCS理論を拡張したものと言える。

また、式 (2.58)～式 (2.60)を F と∆が小さいとして線形化することにより次の方程式が得られる。

∆(k, iϵn) =
kBT

N

∑

q,m

α2(k− q)D(k− q, iϵn − ϵm)G(−k,−iϵm)G(k, iϵm)∆(k, iϵm) (2.61)

この式は Eliashberg理論におけるギャップ方程式と呼ばれる。Eliashberg理論では、超伝導転移温
度がこのギャップ方程式を解いてゼロでない∆が解として得られる最大の温度 T として定義される
[51]。
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第3章 計算理論と計算手法

3.1 密度汎関数理論
この章ではまず 3.1.1節で電子状態、3.1.2節でフォノン状態に対しての密度汎関数理論 (Density

Functional Theory: DFT)に基づく計算方法を述べる。電子状態とフォノン状態は、次節 3.1.3でわ
かるように最終的な計算対象である超伝導の物性を計算するのに必要な情報である。

3.1.1 電子状態
われわれの身の回りに存在する物質は様々な素粒子で構成され、その素粒子間に働く力によって

運動の状態が支配されているというのが現代物理学の視点である。物性を考える上で考慮すべきは
そのうち原子核と電子、そしてそれらの間に働く電磁気力である。電子状態を計算する際、原子核
と電子の存在位置が最も基本となる変数であるが、原子核と電子の質量比 (陽子の質量:電子の質量
=1836:1程度)から原子核は止まっているとし電子はその静止した原子核の作る電磁ポテンシャル中
を移動しているとみなす、断熱近似 (Born-Oppenheimer近似)を導入する。この時相対論、時間依
存、スピン自由度を無視した Shrödinger方程式は次のように書ける。

⎛

⎝− h̄2

2m

N∑

i=1

∇2
i +

N∑

i=1

V (ri) +
N∑

i=1

∑

j<i

U(ri, rj)

⎞

⎠Ψ(r1, r2, ...) = EΨ(r1, r2, ...)　 (3.1)

ここで Nは系内の電子数、Vは原子核の作る Coulombポテンシャル、Uは電子間に働く Coulomb

ポテンシャル、Eは系全体の固有エネルギー、Ψは電子の波動関数である。Ψは多体 Fermion系の
波動関数であり、相互作用の無い場合であっても一粒子 Hamiltonianに対する固有関数を成分とし
た Slater行列式

Ψ =
1

N !
　

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψ1(r1) ψ1(r2) ψ1(r3)

ψ2(r1) ψ2(r2) ψ2(r3) · · ·
ψ3(r1) ψ3(r2) ψ3(r3)

...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(3.2)

の形で書かれるものである。相互作用のある場合ではこのような 1粒子波動関数が定義できないため、
何らかの完全系を成す関数系を用意し、関数系の部分集合を選び出してそれらを要素とする Slater

行列式の線形結合で表すことになる [43]。このような波動関数を直に扱って式 (3.1)を計算すること
は非常に困難である。

ここで Hohenbergと Kohnにより示された二つの定理を提示する [40]。
1.基底状態の系の全エネルギー E は電子密度 n(r)のユニークな汎関数である

つまり、E[n(r)]という汎関数の形で表記できる。これが密度汎関数法と呼ばれる所以である。
2.E[n(r)]を最低値にする電子密度 n(r)が Schrödinger方程式の真の基底波動関数に対応する真

の基底電子密度である。

この二つの定理に従って系の基底エネルギー状態を求めるためには、
1⃝電子密度 n(r)の関数形
2⃝E[n(r)]の具体的な汎関数の形

が必要である。
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1⃝の問題に対して 1960年代半ば Kohnと Shamによって一つの方法が示された。Kohnと Sham

は現実の相互作用を含む系と全く同じ電子密度を与えるような、しかし粒子間の相互作用は無いとし
た仮想的な系 (Kohn-Shanの補助系)を仮定し、この系内での Shrödinger方程式、Kohn-Sham方程
式を作り出した [41] 。しかしあらゆる現実の相互作用を含む系をそのような相互作用のない系で置
き換えられるのかという根本的な問題については未だ解決していない [42]。Kohn-Sham方程式は、
粒子間の相互作用が無いと仮定した系なので 1粒子 Kohn-Sham波動関数 ψn(r)(n=1～Nであり一
つ一つは独立している)を用いて次のように書ける。

(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
+ Vscf (r)

)
ψn(r) = ϵnψn(r) (3.3)

{ ψ(r1),ψ(r2), ... }を要素とする Slater行列式が全体の波動関数であり、ϵn は n番目の電子につい
ての固有エネルギー、Vscf (r)は次のように定義されるポテンシャル項である。

Vscf (r) = V (r) + e2
∫

n(r′)

|r− r′|dr
′ +

δEXC(r)

δn(r)
(3.4)

V (r)は rにある 1電子と全原子核との間の Coulombポテンシャルであり、二番目の項は 1電子と系
全体の電子が作る電子密度との相互作用、そしてこれに含まれてしまう電子の自分自身との自己相
互作用を第三項 (EXC(r)は後に定義される)で除去している。電子間の直接相互作用の項は無くな
り、第二項で平均的な電荷分布から間接的に力を受けるという形に置き換えたことになる。そして上
式に含まれる電子密度 n(r)は波動関数を用いて次のようになる。

n(r) = 2

N/2∑

n=1

|ψn(r)|2 (3.5)

よく見るとこれらの式 (3.3)～(3.5)は自己撞着な方程式となっている。図示すれば次のようになる。

図 3.1

初期値として仮の電子密度 n(r)を与えると 1ループ後の電子密度 n′(r)が計算出来る。この二つの
間の差が一定の基準より小さくなるところで計算を止め、最終的な電子密度をエネルギー汎関数の
関数部分に代入する。

2⃝の問題に対しては、上で求まった電子密度及び KS波動関数を用いて汎関数の形を表現すれば
よいことになる。

E[{ψi}] = Eknown[{ψi}] + EXC [{ψi}] (3.6)

のように、まず解析的に表すことの出来る部分 (順に電子の運動エネルギー、原子核と電子のCoulomb

相互作用、電子間の Coulomb相互作用、原子間の Coulomb相互作用)を Eknown[{ψi}]として抜き
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出し、

Eknown[{ψi}] = − h̄2

2m

N∑

i=1

∫
ψ∗
i ∇2ψidr+

∫
V (r)n(r)dr+

e2

2

∫ ∫
n(r)n(r′)

|r− r′| drdr′ + Eion (3.7)

のように書く。残った EXC [{ψi}]には他の量子力学的効果を含むようにとるものとする。しかし現
在のところ厳密な EXC [{ψi}]の形はわかっていないため、必ず何らかの近似が用いられる。例外と
して正電荷バックグラウンド中の自由電子気体 (一様電子ガス)を仮定した系では厳密な汎関数の表
式が得られることがわかっている。各空間座標点ごとの汎関数として、その局所における電子密度と
同じ密度を持つ一様電子ガス系の汎関数をそのまま用いる、という近似が提唱され現在広く使われ
ている。この近似手法は局所密度近似 (LDA)と呼ばれ、本研究では交換相関汎関数として LDAの
ものを採用している。二層グラフェンのような場合に層間に働く van der Waals力は、他のよく用い
られる近似GGA(Generalized Gradient Approximation)では過小評価されるため原子層間距離が実
験値より大幅に増加する傾向があり、LDAのほうがより正確であるということが経験的にわかって
いる。また、結晶は空間周期性を持つことを前提としているが、この時 Blochの定理から 1粒子波
動関数は (平面波)× (周期関数)の形で書ける。平面波はその波数 k = 2πn/aの指標がつけられてお
り、kごとに独立に KS方程式を解くことが出来る。
以上の計算を行うことにより固体結晶中での基底 KS波動関数、およびそれらに対応するエネル

ギー固有値、これを任意の kベクトル軸に対してプロットすることでエネルギーバンドが求まる。

3.1.2 フォノン状態
前節では原子核が平衡位置に静止していることを仮定し、その時の基底電子状態が計算可能であ

ることを見た。この節では電子状態を既知として、フォノン振動数の計算方法及びそれに必要となる
IFCの計算方法について述べる。参考文献 [44]～[47]を参照している。

フォノン振動数の計算

図 3.2 結晶を構成する単位胞の模式図。青い球が一つの原子を表し、単位胞の指標 l とその中での決まった原子位置 κ によ
り一意に原子を区別することが出来る。

空間に繰り返し並べられた Bravais格子を lや l′などの指標で区別する。また Brabais格子 lの決
まった一点の位置ベクトルを lと表記し必要な場合のみ使用する。κは一つの格子内の原子全てにつ
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いてラベルをつけたものである (図 3.2参照)。 全エネルギーは全原子の平衡位置:{Req
lκ}からの変位

{ulκ}の関数であり、Etotal ({Req
lκ + ulκ})と書ける。微小変位として Taykor展開すると、平衡位置

まわりであることから一次微分が 0となる。調和近似として二次の項までを残すと、

Etotal({Req
lκ + ulκ}) ≃ Etotal({Req

lκ}) +
1

2!

∑

lκ

∑

l′κ′

∂2Etotal

∂ulκ∂ul′κ′
ulκul′κ′ (3.8)

この時原子 lκに働く力 Flκ は

Flκ = −1

2

∑

l′κ′

∂2Etotal

∂ulκ∂ul′κ′
ul′κ′ (3.9)

= −1

2

⎛

⎝
∑

l′κ′ (̸=lκ)

+
∑

l′κ′(=lκ)

⎞

⎠ ∂2Etotal

∂ulκ∂ul′κ′
ul′κ′ (3.10)

= −
∑

l′κ′ (̸=lκ)

Clκ,l′κ′ul′κ′ (3.11)

ここで∑l′κ′ (̸=lκ) および
∑

l′κ′(=lκ) は同じ物理的状況を表す (原子 lκを u⃗変位させた時にその原子
に働く力と原子 lκ以外全てを-u⃗変位させた時に原子 lκに働く力が同じであるという意)ものである
ことを使い、以後∑l′κ′( ̸=lκ) は

∑
l′κ′ と略記することにする。また Internal Force Constants(IFC)

として
Clκ,l′κ′ ≡ ∂2Etotal

∂ulκ∂ul′κ′
(3.12)

を定義した。これは、単純に原子を微小変位させた時のエネルギー変化から見積もる方法 または 後
に示す密度汎関数摂動理論 (DFPT)により求めることが出来る。ここで κ原子の質量をmκ とする
と、運動方程式は

mκülκ = −
∑

l′κ′

Clκ,l′κ′ul′κ′ (3.13)

= −
∑

l′′κ′

C0κ,l′′κ′ul′′κ′ (3.14)

となる。ここで結晶の並進対称性より Clκ,l′κ′ は lだけズラした C0κ,l′′κ′(l′′ ≡ l′ − l)と値は変わらな
いことを用いた。運動方程式を解くために ulκの解の形を次のように仮定する。振動数 ω,波数 qの
平面波 ei(q·r−ωt) を波数 qについて係数 Uqκ で重ねあわせたものを考える。位置 rに r = l + lκ を
代入し、この内 Bravais格子内での位置ベクトル lκ による位相ズレは先の係数部分に含めて消して
しまう。まとめると、

ulκ =
1

√
mκ

∑

q

Uqκe
i(q·l−ωt) (3.15)

1√
mκ
は後の式の簡潔化のためにつけた。これを運動方程式に代入すると、

mκ
1

√
mκ

(−ω2)
∑

q

Uqκe
i(q·l−ωt) = −

∑

l′,κ′

1
√
mκ′

C0κ,(l′−l)κ′

∑

q

Uqκ′ei(q·l
′−ωt) (3.16)

より、

ω2Uqκ =
∑

κ′

1√
mκm′

κ

∑

l′

eiq·(l
′−l)C0κ,(l′−l)κ′Uqκ′ (3.17)

=
∑

κ′

1√
mκm′

κ

∑

l′′

eiq·l
′′
C0κ,l′′κ′Uqκ′ (3.18)

=
∑

κ′

Dκκ′,q Uqκ′ (3.19)

ここで結晶の並進対称性から∑l′ を
∑

l′−l とし、l′ − lを l′′ に置き換えた。また三番目の等号では
次の定義を用いている。

Dκκ′,q ≡ 1√
mκm′

κ

∑

l′′

eiq·l
′′
C0κ,l′′κ′ (3.20)
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これを dynamical matrixと呼び、式 (10)は dynamical matrixの固有方程式になっている。
以上より、Internal Force Constants(C0κ,l′′κ′)を求め,これを代入した各 qについてのDκκ′,qの行

列を対角化することで固有値として振動数 ωqが求まることがわかる。また、ラベル κは Bravais格
子内の原子数 (=N)個の種類が有り、C0κ,l′′κ′ は固定した一つのラベルについて 3× 3の行列なので
dynamical matrixは 3N × 3N の行列、固有値 ωは最大 3N 個存在することがわかる。

密度汎関数摂動理論による IFCの計算

ここでは前小節で既知のものとして扱った IFCを、密度汎関数摂動理論に基づいて求める方法を
示す。まず IFCの定義は次のようであった

CI,J ≡ ∂2Etotal

∂RI∂RJ
(3.21)

表記を簡潔にするために原子核位置をRI ,RJ と書き直している。1.1節中で述べたように単純に原
子を微小変位させた時のエネルギー変化から見積もることも出来るが、この方法は他の単位胞に存
在する原子からの影響を取り入れるために複数の単位胞を含むよう拡大した系で計算することにな
り一般に計算量が大きくなる。そこで多くの第一原理計算用アプリケーションでは単位胞のみの計算
から高精度で IFCを計算可能な密度汎関数摂動理論が用いられている。

ここで、問題を簡単にするために IFCの形を書き換える操作を行う。あるパラメータλに依存す
るHamiltonian Hλに対して固有値Eλ固有関数 |ψλ⟩が既知である時、エネルギー期待値の定義式は

Eλ = ⟨ψλ|Hλ|ψλ⟩ (3.22)

であるが、これを微分することで簡単に次の公式 (固有エネルギーの 1階微分値を書き換えるHellmann-

Feynmanの定理)が求まる。
∂Eλ

∂λ
= ⟨ψλ|

∂Hλ

∂λ
|ψλ⟩ (3.23)

今、λは原子核位置RI ,RJ ...として、Hamiltonianには式 (3.1)のもの (本来含まれているべき原子
核位置の変数を V (r)に含めた V (r,R)、そして新たに原子核間のポテンシャル EN (R)を追加した)

を代入すると、

∂E(R)

∂RI
=

∫
Ψ(r)

∂HR

∂RI
Ψ(r)dr (3.24)

=

∫
nR(r)

∂VR(r)

∂RI
dr+

∂EN (R)

∂RI
(3.25)

となる。さらにRJ で偏微分すると IFCの定義式と一致する形となる。

∂2E(R)

∂RI∂RJ
=

∫
∂nR(r)

∂RJ

∂VR(r)

∂RI
dr+

∫
nR(r)

∂2VR(r)

∂RI∂RJ
dr+

∂2EN (R)

∂RI∂RJ
(3.26)

右辺の内、未知であるのは ∂n(r)/∂RI の項だけである。

よって、電子密度 n(r)の原子位置 {RI}に対する線形応答 ∂n(r)/∂RI を求めることが必要とな
る。I 番目原子の平衡位置Req

I 及び平衡位置からの変位を dRI とする。原子が平衡位置にある時の
系の電子状態については 3.1.1節で求めることができる事を見た。ここでは基底状態の情報を用いて
微小変位に対する電子密度の応答を計算出来る (=摂動論)ことを見る。3.1.1節の式 (3.3)～(3.5)に
含まれる Vscf (r), ϵn,ψn(r), n(r)は原子の位置に左右されるものであり、これらの物理量を {RI}に
関して

FReq
I +dRI

(r) ≃ FReq
I
(r) +

∑

I

∂FRI (r)

∂RI
dRI (3.27)

≡ F (r) +∆RI (3.28)
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のような表記を用いて展開したものを代入し一次までを残すと、
(
− h̄2

2m

∂2

∂r2
+ Vscf (r)− ϵn

)
∆ψn(r) = −(∆Vscf −∆ϵn)ψn(r) (3.29)

∆Vscf (r) = ∆V (r) + e2
∫

n(r′)

|r− r′|dr
′ +

(
dvxc(n)

dn

)

n=n(r)

∆n(r)

(3.30)

∆n(r) = 4 Re

N/2∑

n=1

ψ∗
n(r)∆ψn(r) (3.31)

ここで一般にエネルギーの一次摂動は次のように書ける。

∆ϵn = ⟨ψn|∆Vscf (r)|ψn⟩ (3.32)

これらの 4式をまとめると次の図 3.3のようになり、自己撞着な方程式群となる。これらを解くこと
で原子核 Iの変位に対する∆n(r)が求まる。全ての原子核について同様にした後、式 (3.26)に代入
すると IFCが計算出来る。ちなみに式 (3.29)は n = 1～N/2のN/2個の連立方程式で、基底として
{|φj >}(j = 1～m)の m個の平面波で |ψn⟩ =

∑m
j=1 |φj⟩のように展開している場合、NM/2次元

の問題となっている。

図 3.3

3.1.3 電子-フォノン カップリング
この節では主に [48]を参考とした。超伝導では本来 Coulomb力で反発し合う電子同士に、何らか
の正の引力が働きペアを形成することが必要とされる。ここではフォノンを媒介にした引力機構の
みを考えることにする。電子がフォノンを受け渡しすることでそのフォノンの持つ運動量、例えば q

がやり取りされるが、この時電子はある固有状態 |k⟩から |k+ q⟩へと移ることになる。この散乱確
率は系全体のHamiltonianHの行列要素 ⟨k+ q|H|k⟩の非対角要素にあたり、値が大きければその状
態間を遷移する電子は qの運動量を持つフォノンと相互作用する確率が高いといえる。しかし、|k⟩
は断熱近似下でのHの固有状態として定義されているものなので、断熱近似の範囲で Hamiltonian

を扱う限り非対角要素は全て厳密に 0である。非断熱項としては、原子核の変位によるポテンシャル
の変化が最も大きいものなので、これを取り入れれば ⟨ψk+q j | dVSCF/dRI |ψki⟩となる。この遷移
確率を全原子の変位について合計し、比例係数を付けた値は電子-フォノン係数と呼ばれ、

gqνki,k+q j =
∑

I

(
h̄

2Mωqν

) 1
2
〈
ψk+qj

∣∣∣∣
dVSCF

dRI

∣∣∣∣ψki

〉
(3.33)
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のように定義される [49]。dVSCF/dRI は既に前節の DFPT計算により求められることがわかって
いる量である。また、実験的に観測可能なフォノン linewidth:γqν という物理量が次の式で書き表さ
れる。

γqν = 2πωqν

∑

ij

∫
d3k

ΩBZ

∣∣∣gqνki,k+q j

∣∣∣
2
δ(ek,i − eF )δ(ek+q,j − eF ) (3.34)

フォノンが媒介する電子-電子の相互作用は、フォノン振動数 ωの関数として次の式で定義されるよ
うな Eliashberg関数によって評価される。

α2Fki,k+qj(ω) ≡ N(ϵF )
1

Nq

∑

qν

∣∣∣gqνki,k+qj

∣∣∣
2
δ(ω − ωqν) (3.35)

図 3.4 エネルギーバンド上における、フォノンによる電子状態遷移の概念図

Nq は考慮する q点の数に比例して総和が増加してしまうのを防ぐための規格化因子である。イン
デックス ki,k + qj はその電子がバンド図上でどの k点のどの固有値に属しているかを一意に表す
が、超伝導の Cooper対を形成できるのは Fermi面のほぼ直上のみの電子同士であることを考える
と、その固有値が Fermiエネルギー ϵF 付近に対応する |ψki⟩ , |ψk+qj⟩の状態のみについて式 (3.35)

を計算すればよい (図 3.4)。多くの超伝導体では kについて等方的であり、Eliashber関数を kにつ
いて和を取って k依存性が露わにならないよう簡略化した、the isotropic Eliashberg function(等方
的 Eliashberg関数):α2F (ω)を超伝導の評価に用いることが多い。α2F (ω)の具体的な定義式は次に
示す。

α2F (ω) =
∑

kij

δ(ϵki − ϵF )

N(ϵF )

δ(ϵk+qj − ϵF )

N(ϵF )
α2Fki,k+qj(ω) (3.36)

=
1

N(ϵF )

1

Nq

∑

qν,kij

|gqνki,k+qj |
2δ(ω − ωqν)δ(ϵki − ϵF )δ(ϵk+qj − ϵF ) (3.37)
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図 3.5 青いドットが実験値を表す。黒いラインはスピン軌道相互作用を考慮しない場合、赤いラインがスピン軌道相互作用を
考慮した場合の数値計算結果である。[48]

図 3.5は Pb(鉛)の α2F (ω)について、実験で得られた結果とこれまで示した式に基づく第一原理
計算の結果の比較である。Pbは重い元素であるためスピン-軌道相互作用を考慮する必要はあるが、
実験と計算が見事に一致しているのがわかる。ここで振動数 ωが小さいほどそのフォノンが電子間
のペアリングを仲介するのに適していることを考慮して、1/ω の因子を掛けて積分した値 λを定義
してみる。

λ ≡ 2

∫
dω
α2F (ω)

ω
(3.38)

無次元量 λは電子-フォノン Couplingによる電子-電子ペアリングの平均的な強さをただ一つの値に
繰り込んだ量になっているとみなすことが出来る。これは大まかに超伝導状態への成りやすさ、つ
まり超伝導転移温度 Tcと正の相関がある値であろう。また、ここまでは引力機構のみに着目し全く
考慮して来なかったが本来固体中の電子には電子間の Coulomb反発力という斥力が存在する。超伝
導を阻害する要因として考えられるこの電子間の Coulomb反発力の大きさを µ∗ という一つ値で表
すことにすると、µ∗は Tcと負の相関がある値になるはずである。実際 Tc、µ∗の様々な値に対して
Eliashberg理論で導かれた第一原理のギャップ方程式 (Eliashberg方程式)を数値的に解いて得られ
る λの値を幾つか計算し、そのデータを統計的に解析すると Tcと λ、µ∗の値には簡潔な式で表され
る関係があることが示される。具体的には 1968年McMillan[50]により導かれた次の公式がある。

Tc = a exp

[
− 1.04(1 + λ)

λ− µ∗(1 + 0.62λ)

]
(3.39)

a =
ΘD

1.45
=

⟨ω⟩
1.20

=
ω0

1.73
(3.40)

ここで ΘD は Debye温度、⟨ω⟩はフォノン振動数の平均 2
λ

∫
dωα2(ω)F (ω)で定義される値、ω0 は

フォノンの最大振動数を表す。McMillanの論文 [50]ではこれらの 3つの値は線形の関係にありどれ
を用いても構わないという表現がなされており、実験的に観測しやすいという理由でDebye温度ΘD

を採用した式で実験値との整合性を議論している。しかし、さらに多くの実験データと計算結果を比
較すると、aの物理量としては ⟨ω⟩を含んだものを用いるのが最も良いということを Dynesが指摘
した [52]。

Tc =
⟨ω⟩
1.20

exp

[
− 1.04(1 + λ)

λ− µ∗(1 + 0.62λ)

]
(3.41)

さらに 1975年 Allenと Dynesにより、式 (3.41)は λ < 1.5の範囲内では極めて正確な Tc 予測を与
えるが、⟨ω⟩を次の式のような ωlog に置き換えることにより λ ≤ 1.5の範囲内でさらに精密な Tc 予
測が可能であると提唱された。[53]。

Tc =
ωlog

1.2
exp

[
− 1.04(1 + λ)

λ− µ∗(1 + 0.62λ)

]
(3.42)

　ωlog ≡ exp

[
2

λ

∫
dω

logω

ω
α2F (ω)

]
(3.43)

最後の超伝導転移温度予測式は既存の超伝導転移温度の理論計算においてもっとも広く使われてい
るものであり、ギャップ方程式の計算を行わなくとも高精度で Tcの大きさを推定することが出来る。
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もちろん全ての超伝導体に適用出来るわけではなく、統計解析の元となった Eliashberg理論で前提
とされる ΘD/EF ≪ 1を満たす範囲内に限られている。また電子間の Coulomb反発力を表す µ∗ は
既知の物質の実験値 Tc、λと辻褄が合うように決めたものを使用する経験的パラメータであり、こ
れを使い続ける限り完全な第一原理計算とは言えないという問題点もある [51]。
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3.2 計算手法
3.2.1節では、本研究で主に用いたフリーソフトウェアパッケージ Quantum Espresso ver 6.0に
ついて、そのソースコード使用の流れと求まる物理量について詳しく紹介している。3.2.2節では、
Quantum Espressoの電子-フォノン計算に存在する計算コストや計算精度にまつわる問題点と、解決
策として導入された追加ソフトウェア EPW(Electron-Phonon Wannier)[88]について紹介する。ま
た、これらのソフトウェア使用上の注意点を付録にて紹介している。

3.2.1 Quantum Espresso

Quantum Espressoでは全ての基本となる電子状態を pw.xというソースコードにより、3.1.1節で
示した scf(self consistent field)計算で求める事ができる。ここで結晶中の電子状態を表す波動関数
は、次のような平面波 eikr および結晶と同じ周期を持つ周期関数 uk(r)の積の形で書ける。

φk(r) = eikr uk(r) (3.44)

波数 kとしては第一 Brillloiunゾーンを等間隔で区切った grid上の格子点の逆空間座標を使用する。
計算精度と計算コストは gridの細かさに大きく依存し、この grid点を k点と呼ぶことにする。また、
pw.xでは式 (3.44)に含まれている周期関数を、

uk(r) =
∑

G

ck,GeiG·r (3.45)

のように平面波で Fourier展開する。波数Gは全ての逆格子ベクトルを表すものである。式 (3.44)

に式 (3.45)を代入すると、
φk(r) =

∑

G

ck,Gei(k+G)·r (3.46)

となる。この式は、1つの波数 kに対して無限個の逆格子ベクトルGを考慮しなければならないこ
とを表している。ここで平面波 ei(k+G)·rは波数 k+Gが大きくなるほど実空間上で短い周期の振動
を示し、波動関数の形をより細部まで表現するものである。逆に、物理量を計算する際に重要となる
のは波数 k+Gが小さい項である。pw.xでは切断エネルギー (カットオフエネルギー)のパラメー
タを指定し、この値以上の運動エネルギーを持つ平面波を全てカットすることで計算精度を保ちつつ
計算コストを抑えることができる。しかし、短い周期振動の平面波をカットすることで問題となるの
は、原子のもつ複雑な内核電子軌道を表現することが出来なくなることである。ここで内核電子は物
理的性質を計算する上で重要では無いため、滑らかな電子密度関数で置き換えるという近似を用い
ることが多い。この近似を用いて表現された原子核ポテンシャルを擬ポテンシャルと呼ぶ。本研究で
はノルム保存型の擬ポテンシャルを使用した。

さらにこの電子状態を用いて、ph.xのソースコードにより逆空間の grid上でフォノンの固有振動
数 ωq を計算する事ができる。フォノン計算に用いる逆格子空間 gridは q点と区別して呼ぶことにす
る。ph.xにおいて電子-フォノンカップリングを計算するよう設定を加えてやれば、これまでの k点
上の電子状態、q点上のフォノン状態などの情報を読み込んで自動で各 q点上の linewidth:γ, 電子-

フォノンカップリング定数:λq が計算可能である。これらのソースコードが実行するのは密度汎関数
理論、Eliashberg理論に基づく各数式の数値計算であり、その具体的な内容は 2章、3章にて示した
通りである。

電子バンド図、電子状態密度などは scf 計算の後、pw.x の計算方法を別に指定 (順に calcula-

tion=’bands’、calculation=’nscf’)することで計算出来、gnuplotによる描画のために band.xと dos.x

のソースコードを実行した。さらに各原子軌道に射影した電子状態密度については projwfc.xを用い
て計算した。フォノンバンド図、フォノン状態密度については、ph.xによる計算後、q2r.xにより IFC

を Fourier変換し実空間上の連続的関数に補間した後、matdyn.xによる逆 Fourier変換を行って元
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の逆空間上の関数として構築し直して得られる結果を描画している。本研究では q2r.xでの acoustic

sum ruleとして “simple”メソッドを用いた。さらに各原子ごとについての射影されたフォノン状態
密度は Quantum Espresso ver 5.2.0 に搭載可能な QHAという外部パッケージを用い、フォノンバ
ンドの射影には弊研究室オリジナルの javaによるスクリプトを使用している。

最後に、得られたフォノン状態密度を用いて、lambda.xというソースコードにより、各 q点上で
求まっていた linewidthを合計し isotropic Eliashberg関数 α2F (ω)、これを 1/ωというファクターで
積分した電子-フォノンカップリング定数 λ(これは各 q点上で求まっている λq の直接の合計

∑
q λq

と一致しなければならない)が計算される。さらにMcMillan-Allen-Dynes公式により超伝導転移温
度が自動的に計算される。第 5章の結果に示す図には各フォノンエネルギーごとの λが示されてい
るが、これはオリジナルの pythonスクリプトにより得たものである。

3.2.2 EPW

前節で紹介した ph.xによる電子-フォノンカップリング計算は、理論自体に欠陥がある訳ではな
いが、重大な問題点がある。それはフォノン状態の計算が多くの計算コストを要求するものであり、
電子-フォノンの結果を十分収束させるほどの精度で計算を行うには莫大な時間と計算資源を消費し
てしまう。例えば、ボロンドープされたダイヤモンドに対する計算では、2007年当時のスーパーコ
ンピュターを持ってしても 1年 5ヶ月という時間が掛かったという [89]。つまり、通常の範囲での q

点 grid上で計算されたフォノンを基にした電子-フォノン計算は収束しておらず、信頼性に乏しいと
される。この問題点を回避するには、少ない q点を何らかの正当な近似により補間してやれば良い。
ph.xでは電子状態の k点について電子-フォノン計算時に細かい k点を用いて行うという補間方法は
実装されているが、q点に関して同様に行うことは出来ない。以下、EPWによる具体的な補間方法
について文献 [89]より引用したものを紹介する。

まずはこれまで見て来たような、少ない q点 grid上での電子-フォノン計算をそのまま実行する。
電子の波動関数を |nk⟩、フォノンによるポテンシャル変化の演算子を ∂qνV として、電子-フォノン
行列要素を gmn,ν(k,q)は、

gmn,ν(k,q) = ⟨mk+ q|∂qνV |nk⟩ (3.47)

と定義される。電子バンド指標を n,m、フォノンバンド指標を ν とした。ここで扱われている波動
関数は全て Bloch関数を基底として表されたものであり、式 (3.47)を Bloch表示の波動関数、フォ
ノン演算子、電子-フォノン行列要素などと呼ぶことにする。EPWではこの Bloch表示から、波動
関数をWannier90[75]による Fourier変換で各原子のタイトバインディング軌道に射影したWannier

表示へと移る。具体的には、逆格子ベクトル kから実空間の格子ベクトルReを変数とする波動関数
表示 |n′Re⟩へと次のように Fourier変換する。

|nk⟩ = 1

Ne

∑

n′Re

eik·ReUnn′,k |n′Re⟩ (3.48)

ここで Unn′,k はユニタリ行列を用いる。ユニタリ行列に何を用いるかということに関して任意性が
存在するが、これは変換後のタイトバインディング軌道から計算した電子バンド図が元の Bloch表
示のものと一致、かつWannier関数の空間的広がりが最小になる (最局在Wannier関数)ように決定
されるものである。逆に言うと、一致していれば同じ電子状態を表現出来ているとして近似が正当
化されることになる。次にフォノンの演算子について、Bloch表示の波動関数におけるフォノン演算
子 ∂qνV (r)が線形応答理論から求まることは 3.2.2節で示した通りだが、波動関数をWannier表示
へと置き換えることによってWannier表示のフォノン演算子 ∂κ,RρV (r)が求まる。

∂qνV (r) =
∑

κ,Rρ

eiq·Rρuν
qκ · ∂κ,RρV (r) (3.49)
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ここで uν
qκはフォノン固有振動の変位ベクトルである (表記を簡潔にするため質量項などの定数を取

り込んでいる)。式 (3.48)と式 (3.49)を式 (3.47)に代入することで

gmn,ν(k,q) = ⟨mk+ q|∂qν |nk⟩ (3.50)

=
1

N2
e

∑

n′m′

∑

ReR′
eRρ

ei[k·(Re−R′
e)+q·(Rρ−R′

e)]uν
qκ · Umm′,k+q ⟨m′R′

e|∂κ,RρV |n′Re⟩U †
nn′,k

(3.51)

のような形になり、右辺に含まれる行列要素をWannier表示の電子-フォノン行列要素と呼ぶ。簡単
のため並進対称性から次のように置き換える。

⟨m′R′
e|∂κ,RρV |n′Re⟩ = ⟨m′0′

e|∂κ,Rρ−R′
e
V |n′Re −R′

e⟩ (3.52)

実空間格子ベクトルで表記されたタイトバインディング軌道、フォノン演算子はそれぞれ図のように
空間的に局在された形を持つ。

図 3.6 Wannier 表示された波動関数とフォノン演算子の模式図。正方形の枠一つ一つが単位胞を表す [89]。

ここで Fourier-Wannier変換した強みが発揮される。各波動関数、フォノン演算子がこのように
局在した形で表されているのならば、式 (3.52)の内積計算において、離れた単位胞に局在している
もの同士の内積は全て 0とみなすことが出来る。この操作により電子-フォノン行列要素の計算量を
著しく抑えることが可能となる。(Bloch表示では非局在化した波動関数とフォノン演算子を扱って
いたのでこのような近似は行うことができなかった。Fourier-Wannier変換により、行列要素に大き
く影響を与える (波動関数,演算子)の組み合わせと与えない組み合わせを分離することが出来、影響
の少ないものを切り捨てることが可能となったというわけである。)

計算の流れとしては、まず coarse (k, q) grid上での Bloch表示を式 (3.48)および式 (3.49)の逆変
換を用いてWannier表示にする。次に式 (3.52)を上で述べた近似により計算する。最後に式 (3.51)

を fine (k, q) grid上で計算することで、細かい逆空間 mesh上の電子-フォノン行列要素が求まる。
この後に行う Eliashberg 関数や λ の計算方法に変更は無い。具体的な計算実行手順としては、ま
ず同一ディレクトリ内で pw.xによる coarse k grid上の scf計算、および nscf計算を実行する。次
に epw.xを el-ph=’true’, phonselfen=’true’, a2f=’true’などと指定して実行することで isotropicな
Eliashberg関数、そして λが求まる。

また、本研究で一度だけ用いた異方的 Eliashberg方程式の EPWによる数値計算については文献
[90]などを参照されたい。
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第4章 先行研究

この章では主にグラフェン超伝導の先行研究について紹介する。まずはその元祖であるグラファイ
ト系超伝導について 4.1節でその歴史と特徴を述べる。4.2節で現在までに発表されたグラフェン系
超伝導に関する先行研究を紹介し、超伝導発現を左右する要素について詳しく見ることにする。4.3

節で室温超伝導について述べる。

4.1 グラファイト超伝導

図 4.1 KC8(左)[54] と CaC6(右)[59] の模型図

初めてグラファイトにおける超伝導が観測されたのは、1965年のN. B. Hannayらによる功績である
[55]。アルカリ元素であるK, Rb, Csを層間に挟んだ構造:GICs(Graphite Intercalation Comopounds)

を持つKC8, RbC8, CsC8という物質であり、その転移温度Tc (K)は順に 0.020～0.135, 0.023～0.151,

0～0.55であった。アルカリ金属を層間に挟むことで伝導電子がドーピングされ、元々半金属である
グラファイトの Fermiエネルギー付近に、超伝導に寄与出来る電子が供給されたことが大きな要因と
された。しかし、より電子をドーピングするはずの Liや Naについては、LiC6のような構造で超伝
導体とならない。高圧下でのみ合成可能な LiC2(Tc = 1.9K[56])やNaC2(Tc = 5.0K[57])など添加元
素比率を上昇させた構造でのみ超伝導体になることがわかった。このように添加元素の種類を変える
ことで超伝導体への成りやすさが変化することに着目した N. Emeryらによって Ca元素を層間に持
つGICsである CaC6が Tc = 11.5Kで超伝導体になる [58]こと、さらに同時期に T. E. Wellerらに
よって YbC6(Tc = 6.5K)が超伝導体となる [59]ことが発見された。この発見を受けてM. Calenda

と F. Mauriは DFT計算などにより CaC6 はフォノンを媒介にした超伝導機構であること、超伝導
の主な要因は C原子の面外振動モードとCa原子の面内振動モードのフォノンであること、そして C

原子の面外振動モードは Fermi面を添加原子由来の ILバンド (Inter Layerバンド)が横切っている
場合にのみ超伝導に寄与することなどを明らかにした [60]。
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図 4.2 “Cambridg criterion”と呼ばれる図。縦軸は IL バンドの底と Fermi エネルギーの差を取ったもので、赤い+は超伝
導体になるもの、青い+はならないものを示している [61]。

ILバンドの重要性を物語るのは図 4.2である。それまでに発見されていた GICs系を ILバンドが
Fermiエネルギーを横切るかどうかで分類したものである。薄く影で塗られた部分にある物質は IL

バンドが Fermiエネルギーの位置に存在するもので、見事に超伝導体になるかどうかがはっきり分か
れている。この図は後にGICs系の論文で広く使われるようになり、発表者らの所属する Cavendish

研究所がある Cambridgeに因んで “Cambridge criterion”と呼ばれるようになった。
その後 Caと同じアルカリ土類金属に属する SrについてGICsの SrC6が Tc = 1.65Kで超伝導を
示す [62]こと、BaC6 が Tc = 0.065Kという極低温で超伝導となる [63]ことが実験的に確かめられ
た。これまでのGICs系超伝導体についてまとめた次の図 4.3から、新たに超伝導転移温度を左右す
る要素が見て取れる。まずはグラファイトの層間距離で、距離が近いほど転移温度が高く超伝導体
に成りやすい傾向がある。これは添加原子とグラファイト層が近づくほど相互作用をしやすく電子-

フォノンのカップリングが強化されることから納得出来る。また CaC6 型の構造を持つ物質が KC8

型の構造の GICsより超伝導に有利である傾向も見られるが、これは C原子 1つあたりに対する添
加原子の割合、つまり電子ドープ量の割合が増えることが要因とされる。

図 4.3 GICs について、グラファイトの層間距離 d(Å) と転移温度 Tc(K) の比較。赤い丸は CaC6、青い四角は KC8 と同
様な構造 (図 4.1) を取ることを表す [63]。
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4.2 グラフェン超伝導
前節で見たようにグラファイト系での超伝導体が発見され研究が進められていく中、2004年にそ

のグラファイト一層のみを取り出した二次元結晶、グラフェンが発見された。グラフェンではグラ
ファイトと同じ理由によりそのままでは超伝導体にならないが、グラファイトと同じように電子ドー
ピングにより超伝導を発現させることが出来るのではないかと期待されていた。

図 4.4 (a)C6CaC6 の模型図。(b)ARPES 測定による二層グラフェンのエネルギーバンド図。(c) 温度に対する電気抵抗の
測定結果 [66]。

最初にグラフェン系での超伝導が提唱されたのは 2010年の I. I. Mazinと A. V. Balatskyによる
論文 [64]と言われている。この論文では CaC6の薄膜極限にあたる、Ca原子を層間に持つ二層グラ
フェン C6CaC6について第一原理計算を行い、グラファイトの場合と同様 ILバンドが Fermiエネル
ギーを横切ること、そして超伝導となるのに十分な大きさの電子-フォノンカップリングが存在するこ
とを指摘している。実験的には、2012年に C6LiC6 の Li原子を Ca原子に置き換えるという手法で
C6CaC6の合成に成功 [65]しており、2015年にはこの手法を用いておよそ Tc = 2− 4Kで超伝導を
示すことが確かめられた [66]。この実験の結果を図 4.4に示した。図 4.4の (c)ではC6LiC6が超伝導
を示さず、C6CaC6が T ≃ 4Kで超伝導体化が始まり、T ≃ 2Kで完全に抵抗 0となっていることが
わかる。このように抵抗がいきなり 0付近の値まで落ちることなく、二段階のステップに分かれるよ
うな超伝導体を第二種超伝導体と呼ぶ。これらの実験結果に対して、EPWによる異方的 Eliashberg

方程式の第一原理計算を用いて解析した論文 [67]がある。次の図 4.5にその主な結果を示す。

図 4.5 (a)ω はフォノンのエネルギー (振動数) である。実線は Eliashberg 関数 α2F (ω)、点線はそれを 1/ω の重みで積分
した値である λ を示す。赤線が C6CaC6、青線が CaC6 を表す。(b) 温度に対する超伝導ギャップ ∆(meV)、T ≃8 K で消
失している。[67]。

λの大きさは転移温度 Tcと正の相関を持つのであったが、λは Eliashberg関数に 1/ωの重みをか
けて積分した値であるので、低エネルギーフォノンに相当する ωが小さい領域での Eliashberg関数
が大きい値を持つと超伝導化しやすいことになる。それぞれのエネルギー領域に対応するフォノン
は、5-15meVが Caxy、50-70meVが Cz、150-180meVが Cxy となる (元素記号はフォノンが由来
する原子の種類、下付き記号 xyが原子層に並行な平面振動、下付き記号 zが垂直振動を表す)。フォ
ノンはその原子の隣り合う原子との結合力が強ければ強いほど、平衡位置からの変位に対して強力な
復元力が働くため、振動数が大きくそしてエネルギーも大きくなるという定性的な理論からも、その
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フォノンがどの原子振動由来であるかを判別できる。さて、図 4.5の Eliashberg関数を見ると最終
的な λのうち大半が 5-15meVあたりの積分値由来であることがわかる。つまり C6CaC6では Caxy

フォノンが超伝導に大きく寄与しており、これは後に紹介する対称性の議論から主にグラフェン上の
π∗ 電子-π∗ 電子間の散乱を媒介するものと推測出来る。50-70meVの Cz モードは Caの持つ s軌道
電子とグラフェン上の π∗電子間の散乱を媒介しているが、λにはおおよそ 25%程度しか寄与してい
ない。しかしこの 25%が無ければ超伝導転移温度はかなり目減りするため、ILバンドが Fermiエネ
ルギーを横切っていることが超伝導体を左右するというグラファイト超伝導の定説は満たされてい
る。また図 4.5の (b)に示された二つの区別できる超伝導ギャップはそれぞれバンド図上における電
子ポケット、ホールポケットに由来するもので、現在の実験精度では観測出来ないが、もし観測され
たならばこの計算手法の正確さを保証するものになるとされている。

ここまで見た C6CaC6 は二層グラフェンでの超伝導であったが、グラフェン一層での超伝導も実
現可能であると最初に指摘したのは、G. Profetaらによる第一原理計算である [68]。彼らは Li原子
を層間に持つ GICsである LiC6 bulk、および Liが表面に添加されたグラフェンである LiC6 mono

について密度汎関数理論に基づく電子フォノン状態の計算とMcMillan-Allen-Dynesの公式による超
伝導転移温度の計算を行った。その結果と予測を [68]から引用した図に基づいて詳しく説明する。
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図 4.6 LiC6 bulk(左)と LiC6 mono(右)について、Brillouinゾーンの対称点 Γ, M, Kに沿って描いたエネルギーバンド図
および電子状態密度 (DOS)である。赤いバンドは Li原子由来のバンドで、太さが Li原子からの由来度の大きさを表す。エ
ネルギー 0 eV が Fermi エネルギーにあたる [68]。

図 4.6はエネルギーバンド図である。LiC6 monoは Fermiエネルギー付近を ILバンドが横切ってお
り、LiC6 bulkでは ILバンドが Fermiエネルギーよりかなり高い位置にある。前節で見たように常
圧下での Li原子のGICsに超伝導が見られなかったのは ILバンドが Fermiエネルギーより高い位置
に存在することが大きな要因と思われる。逆に LiC6 monoでは ILバンドが Fermiエネルギー付近
に存在し、超伝導に有利な状況が実現していると推測出来る。
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図 4.7 LiC6 について、グラファイト/グラフェンの層に垂直方向に z 軸を取り、各 z の値に対応する平面上で電荷密度の平
均を取ったものをプロットしている。z=0 はグラファイト/グラフェン層の位置であり、垂直なドット線は Li 原子の存在位
置にあたる [68]。

なぜ bulkとmonoでこのような違いが生じるのかは図 4.7に示した電荷密度 (波動関数の絶対値の 2

乗)の分布を見ると納得出来る。monoでは電荷密度分布が Li原子の位置より離れた場所にピークを
持つような形となっている。これはグラフェンから上下に広がる形を持つ pz 軌道に Liからドープさ
れた電子が存在することで、電子雲同士の Coulomb反発力が働き Liの軌道上の電子はグラフェン
層から離れた位置に移動しようとするためと考えられる。これに対して bulkでは Li原子が二層のグ
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ラフェンで挟まれており、電荷密度はちょうど Li原子上に鋭いピークを持つ形となっている。この
ことは z方向の対称性を考えるとどちらかの層の側に偏るような非対称な分布はありえないことか
らも納得される。monoの場合にはグラフェン層から離れることでエネルギーを抑えていたが、bulk

ではそれが出来ないため Liの原子軌道に電子が入る場合はより高いエネルギーを感じることになる。
これが ILバンドが Fermiエネルギーより高い位置にある理由である。
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図 4.8 Brillouin ゾーンの対称点 Γ,M,K に沿って描いた LiC6 のフォノンバンド図およびフォノン状態密度 (PDOS) であ
る。黒線は bulk、赤線は mono を表す。PDOS 中の影が付けられた部分は Li 原子由来のフォノン状態密度を表す [68]。

次にフォノンの状態について見る。図 4.8にフォノンのバンド図及び状態密度を示した。PDOSの
影を付けられた部分 (Li原子由来のフォノン)に注目すると、monoの場合のほうが bulkの場合より
ピーク位置が低くなっていることがわかる。bulkでは両側のグラフェン層と結合し層間に捕らえら
れていたのに対し、monoでは片側のグラフェンのみと結合していることで平衡位置に固定する力が
弱くフォノンがソフト化されたためと考えられる。

2
F bulk 

2
F monolayer

Frequency (cm¬1)

0 500 1,000 1,500
0

0.5

1.0

1.5 LiC6

2
F(

 bulk

 monolayer

図 4.9 LiC6 についての Eliashberg関数 α2F (ω)を実線、これを 1/ω の重率で積分した電子-フォノンカップリング λを点
線で示す。bulk は黒線、mono を赤線として区別する [68]。

最後に電子-フォノン相互作用強さの指標となる Eliashberg関数とカップリング λについて、結果
を図 4.9に示した。フォノンバンド図で見た 50-250meVあたりの Li原子由来フォノンが bulkから
monoでソフト化していたことに対応して、Eliashberg関数の 50-250meV付近のピークは bulkから
monoで低エネルギー側に移動しているのが分かる。また 500meV付近は C原子の z方向振動フォ
ノンが対応するが、monoではある程度 α2F (ω)の値が存在するのに対して bulkではほとんどカッ
プリングを作っていないことが見て取れる。Cz モードは C原子軌道上の π∗電子と Li原子上の s軌
道電子との遷移を仲介することが出来るのであるが、bulkでは ILバンドに電子が存在せずカップリ
ングが作られないということが原因として指摘されている。最終的な λの値には低エネルギーフォノ
ン領域が大きく寄与するため、bulkでは λ = 0.33、monoでは λ = 0.61とグラフェンの場合の方が
超伝導に有利であるという結果が得られている。超伝導転移温度としては bulkが Tc = 0.9K、mono

が Tc = 8.1Kという予測であり、LiC6はグラフェン一層で超伝導体となる可能性が示された。この
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数値計算予測を受けて、2015年 B. M. Ludbrookらにより実験的に LiC6 monoの超伝導転移が確認
[69]された。λ = 0.58, Tc ≃ 5.9Kという値が観測され、これは先の第一原理計算による予測とある
程度一致している。図 4.10に実験結果と数値計算結果の比較を示す。α2F (ω)の概形は大きく異なる
が、λの値はほぼ一致している。

図 4.10 LiC6 についての Eliashberg関数 α2F (ω)、実線は λの値を示す。オレンジ色は実験値、灰色は理論値 (上で紹介し
た第一原理計算の結果) を表す [69]。

さらに EPWを用いた Anisotropic Eliashberg方程式の計算による結果 [70]も、これらの研究結果
を支持する結果を与えている。図 4.11にその結果の一部を示す。

図 4.11 (a) 各温度に対する超伝導ギャップ ∆ の変化をプロットしたもの。5.9K 以上の温度では超伝導ギャップが見られな
いことから、この温度が超伝導転移温度であると結論づけられる。(b)Brillouinゾーン内での k点ごとの超伝導ギャップを示
している [70]。

ここまでの LiC6の結果だけを考慮すると、電子状態では ILバンドのエネルギーが下がり Fermiエ
ネルギーを横切る可能性が増す、フォノン状態では添加原子フォノンのソフト化により最終的な λの値
が大きく出る、というようにグラファイトよりグラフェンのほうが超伝導に有利であると結論付けられ
る。しかし、CaC6についての計算結果 [68]からは逆にmonoより bulkの方が超伝導に有利という結
果が得られている。次の図 4.12にElliashberg関数と λの値を示す。monoでは λ = 0.40, Tc = 1.4K、
bulkでは λ = 0.68, Tc = 11.5Kという大きな差が生じている。CaC6では電子状態については ILバ
ンドがともに Fermiエネルギーに存在し、フォノン状態についてはmonoが bulkよりわずかにソフ
ト化するという程度の違いしか見られない。ではなぜこれほど電子-フォノンカップリングに差が見
られるのか。α2F (ω)についてよく見ると、大きな違いがあるのは 500 cm−1 付近である。この振動
数のフォノンは主にグラフェンの Cz モードが対応しており、このフォノンが仲介するのはグラフェ
ン上の π∗電子と Ca上の s軌道電子である。しかし CaC6では bulk,monoともに ILバンドが Fermi

エネルギーに存在しており、これでは説明がつかない。実は二つの構造の違いは電荷分布に現れてい
る。電荷分布の形を図 4.13に示した。LiC6 と同じようにmonoでは bulkとは違い非対称で、グラ
フェン層から電子が離れようとする傾向が見られる。空間的にグラフェンの pz 軌道と Ca原子の s

軌道が遠ざかったことでこの軌道間の遷移確率が弱まるという理屈で転移温度の低下が理解出来る。
monoと bulkを比較した場合、他の要素が同程度であればこのグラフェン層による層間原子軌道の
量子閉じ込め効果 (Quantum Confinementと呼ばれる)が bulkや二層グラフェン系でのみで生じる
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図 4.12 CaC6 の Eliashberg 関数 (実線) および λ(点線) を示す。黒線は bulk、赤線は mono を表している [68]。

 z  distance (Å)

0 1 2 3 4 5 6 7 8

LiC6  mono

LiC6  bulk

|
|2

IL

0

0.2

0.4

0.6

図 4.13 CaC6 について、図 4.7 と同じものを示している [68]。

ため超伝導に有利である。Liの monoで超伝導が発現しているのは、電荷分布が Caに比べてグラ
フェン層のより近くに存在する確率が高いためであると論文では主張されている。確かに原子番号が
小さく軌道半径の小さい Liはグラフェン層に圧倒的に近い距離に存在し、Ca系ではその距離がおよ
そ 2.20 (Å)、Li系では 1.83 (Å)という顕著な違いが見られる。しかし、図 4.7と図 4.13を見比べて
も電荷分布に違いは感じられない。ここで既に示した LiC6 monoと CaC6 monoの Eliashberg関数
を見ると、Cz モードにあたる 500cm−1 付近では少し Liが大きい程度であり、二つの系の差を決定
づけているのは層間原子フォノンが対応する低エネルギー領域であるとわかる。Liの原子位置がグ
ラフェン層に近いことで、Li原子振動がグラフェン上の π∗ − π∗ 電子散乱を引き起こしやすいと考
えることで納得出来る。Li原子は特異的にグラフェン層と近づくためグラフェン一層の系で高い転
移温度を持ち、Quantum Confinementにより ILバンドのエネルギーが高まって空になるという現
象が見られたが、多くの層間電子ドーパント元素にとってはQuantum Confinementの効果は有利に
働く。

この Quantum Confinementの効果を実験的に露わにした非常に興味深い論文が存在するので紹
介する [74]。この研究では、まずグラファイト単体の結晶、そしてグラファイトのようにグラフェン
層が積み重なっているがその層間隔が広くなるよう合成したGraphene Laminates(GL)という結晶、
酸化させたグラファイトから引き剥がした酸化グラフェンで構成した laminatesを脱酸素すること
で合成可能な欠陥が少なく層間隔の広い Reduced Graphene Oxide Laminates(RGOL)という結晶、
それぞれに Ca原子を Intercalateしたものが用意された。これらを Ca-GIC,Ca-GL,Ca-RGOLと表
記する。層間隔 d (Å)は x線解析により、順に 4.5, 5.1, 5,4と広くなっていることが確かめられた。
これらの結晶での超伝導転移温度を比べることで Quantum Confinmentの効果を見ることが出来る
だろう。
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図 4.14 (a)Ca-GL について電気抵抗と温度の関係、(b)Ca-RGOL について磁化と温度の関係を示す。ゼロ磁場化で低温ま
で冷やした後磁場を加えて磁化を測定する ZFC(Zero Field Cooling)、一定の磁場を掛けながら冷やしつつ磁化を測定する
(FC) の両方法による結果がプロットされている [74]。

図 4.14に示した通り、Ca-GLでは T = 6.4Kで抵抗率の急激な減少、Ca-RGOLでは T = 4Kで
Meissner効果と呼ばれる完全反磁性状態に近づいていくようなマイナス磁化の出現が見られ、これ
らの温度が超伝導転移温度となる。Ca-GICでは Tc ≃ 11.5K であると既に述べたが、層間距離の増
加に伴って転移温度が下がっており、これはQuantum Confinementが弱まっていくことが原因であ
る。Quantum Confinementが超伝導に重要な役割を果たしている証拠であると言える。Quantum

Confinementは ILバンドのエネルギーを上昇させることで、グラフェンの π∗ 軌道へ多く電子が供
給される効果も持つのであったが、同論文にはこのドープ電子量にまつわる面白い実験結果と考察が
述べられているので紹介する。

!"#$%#&' ( )$ )*

図 4.15 順に pristine,K,Cs,Ca を層間にもつ GL の写真である [74]。

グラフェン laminatesへのアルカリ系元素ドーピングでは図 4.15のように、その添加元素の種類に
よって視覚的な色が変化するという現象が見られる。なぜ添加元素の種類により視覚的な色が左右さ
れるのであろうか。まず基本的な事項から述べる。物質の持つ色的な性質はほぼ全て、電子と光の相
互作用に起因するものである。金属では外部からの入射光に対して結晶中の自由電子が応答するが、
原子に捕らわれていない自由電子は入射電磁波に対して位相を揃えて振動することが出来、結果とし
て全て反射してしまう。しかし自由電子が応答できないほどの速さで振動するような高周波数の電磁
波に対しては応答できずに結晶内で電磁波が自由に伝搬する。この境界となる振動数をプラズマ振動
数 ωpと呼び、伝導電子密度N ,電子の素電荷 e,有効質量m∗,誘電率 ϵ0として、ωp ≡

(
Ne2

m∗ϵ0

)1/2
で

定義される (金属のDrudeモデル)。ωpが可視光領域以上のエネルギー帯に存在すれば、光の全反射
が起こるため、日常的に目にする金属光沢が出現するのである。これを踏まえてもう一度図 4.15を
見ると、半金属である pristineグラファイトは自由電子が少ないため光を反射せず黒っぽい色をして
いる。金属的であるK,Cs,Ca-GLsについては、より詳しく議論するために可視域付近のエネルギー
を持つ電磁波に対する反射率を測定した結果 (図 4.16)を示す。
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図 4.16 K,Cs,Li についての反射率の測定結果。×はグラフの形から予想されたプラズマ振動数 2.3 eV,2.6 eV の位置を示す
[74]。

まず K-GLは赤色の相当するエネルギーおよそ 2.0 eV付近以下に高い反射率を持つので、赤色を
呈しているという事実と一致している。同じプラズマ振動数であるが、Cs-GLは K-GLに比べて少
し反射率が低い分、黒色に近づいていると考えられる。Liと Caの色は同様であるので同じものとし
て扱うとして、反射率のグラフで高エネルギー側まで大きい値を示しているため黄色がかった色に
なっていると推測できる。このようにプラズマ振動数の位置によって視覚的な色が変わるが、プラズ
マ振動数は伝導電子密度の二分の一乗に比例する。ドーピングの実験過程において時間経過ととも
に増えていく結晶へのドープ元素量やその種類によって、電子密度とともに色が変化するという現象
が見られるため、視覚的にグラフェン結晶がどのような電子状態であるのかが大まかに判断できるの
である。

図 4.17 FC,ZFC の計測方法における GBNLs の測定結果。hBN の混合率が 0,25,50,75%のものについてプロットされてい
る。図中の小さい図は hBN の比率とその構造での転移温度との関係をプロットしたもの [74]。

さらに同論文では GLの層構造の中に hBN層をランダムに挿入したような構造 (GBNLs)を作る
ことに成功しており、図 4.17にその磁化と温度の関係を測定した結果を示す。この実験結果は、hBN

が混合された Ca-GLにおいて、独立した一層の CaC6 が超伝導化しており hBNは超伝導に関与し
ていないということを裏付けているという。
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ここで、今まで暗黙のルールとしてきた、グラフェンの Cz フォノンが ILバンドの s軌道電子と
pz 軌道の π∗電子間の遷移のみを仲介出来るという主張について述べる。まず電子間のフォノン媒介
遷移確率を表す電子-フォノン係数は次のように定義される (3.1.3節)。

gqνki,k+q j =
∑

I

(
h̄

2Mωqν

) 1
2
〈
ψk+qj

∣∣∣∣
dVSCF

dRI

∣∣∣∣ψki

〉
(4.1)

問題となるのは波動関数の z軸方向 (グラフェン層に対して垂直方向)のパリティである。図 4.18

にそれぞれの量子数についての波動関数の z方向パリティを示している。グラフェンの伝導電子が存
在する π∗ 軌道は奇であり、アルカリ系金属は最外殻に偶である s軌道電子を持っている。式 4.1は
波動関数に原子変位によるポテンシャル変化の演算子が作用することを表すが、Cz モードのフォノ
ンは奇パリティを持っているため、この演算子を挟む両側の波動関数が同パリティであればその内
積結果が 0となる。つまり、Cの π∗軌道内での intraband散乱は禁止されることになり、逆にパリ
ティが異なる π∗-s軌道の interband散乱は可能であるということになる [76]。Cxyフォノンは偶パリ
ティであるので intraband散乱が許容され、グラフェン系の結晶では Eliashberg関数のグラフにこ
の Cxy に対応する 1300-1500cm−1付近に強い π∗ − π∗散乱由来のピークが必ず現れる。しかし、パ
リティの議論で全てを説明出来ているわけではない。LiC6 や CaC6 のような構造では z軸方向の反
転対称性が存在しないため、パリティの偶奇は定義できない。また同じC原子由来のフォノンであっ
ても振動の方向ベクトルが反転対称操作に対して不変、つまり偶パリティであるものや反転対称でな
いものもいくつか考えられる。また電子状態に関しても、ILバンドの s軌道とグラフェン上の pz 軌
道はほぼ独立であるが、一部混成する場合もあることが JIG(Jellium Intercalated Graphite)と呼ば
れる理想的なモデルを仮定したアプローチにより示されており [77]、この時は厳密な対称性が失われ
ているだろう。このように理論的に完全には説明出来ていないと思われるが、これまで行われた実験
や数値計算の結果から、現象論的に Cz フォノンが IL-π∗ 間散乱を担っていると考えて問題は無い。
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sin2 θ cos 2ϕ

2 5 dxy

√

15

16π
sin2 θ sin 2ϕ

図 4.18 量子数 l,m についての波動関数の表式である [75]。z 方向パリティが偶のものを青、奇のものを赤い○で表示してい
る。
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これらの先行研究の他には、グラフェン系に電子/ホールをドープした理想的な系での超伝導転移
温度について既存の様々な数値計算方法を用いて計算した論文 [71]がある。図 4.19にその結果の一
部を引用した。グラフェン系では ILバンドが存在する電子ドープ型のほうが超伝導体に成りやすい
ことがわかる。またこれまで多く行われてきたように、等方性を仮定した Eliashberg理論にもとづ
くギャップ方程式の数値計算やそれを統計的に処理して簡易化したMcMillan-Allen-Dynes公式によ
る計算は、より正確な異方性を考慮した Eliashberg方程式の解と大きく異なっており、正しい結果
を与えていない可能性を示唆している。

図 4.19 (a) ホールドープグラフェンの Tc、(b) 電子ドープグラフェンの Tc について、Allen-dynes 公式を用いた計算 (緑
色の△)、その元となった等方的 Eliashberg 方程式を解いた計算 (青色の○)、さらに異方性を考慮した Eiashberg 方程式の
数値計算解 (黒色の□) を Coulomb 反発定数 µ∗

c に対してプロットしたもの [71]。

またグラフェン/hBNヘテロ構造におけるグラフェン超伝導に関しても先行研究 [72]が存在する。
この研究では LiC6 monoを hBN基板上に載せた場合についての電子-フォノンカップリング、および
超伝導転移温度を数値計算している。次の図 4.20にその系の俯瞰図を乗せている。グラフェンの実
験的研究では SiCや hBN基板上にグラフェンを生成することが多いので、より現実に近い系である
と考えられる。hBNを基板として用いた場合、hBNとグラフェンの相互作用によりフォノンがソフ
ト化し、超伝導に有利であると主張されている。論文内では具体的な記述が見られなかったが、hBN

の僅かに大きい格子定数に引きずられる形でグラフェンの格子定数が増加し、隣り合う C-C間の σ

結合が弱まり、高周波数側の Cxy フォノンがソフト化していることが主な要因と考えられる。これ
はアルカリ原子を層間に挟んだ場合にも期待できる効果である。

図 4.20 (a)LiC6 を上から見た場合の模型図と、(b)LiC6/hBN 基板を横から見た場合の模式図。

さらにグラフェン/hBNの層間に Li原子を挟んだ構造についてのエネルギー安定性を議論した論
文 [73]を紹介する。図 4.21にその結果を示している。結果から予測されるのは、グラフェン/hBN

の層間に Liを挟む構造では x = 0.25という低いドープ量のものしかエネルギー的に安定でないと
いうことである。このドープ量は電子状態の計算結果から、Liから hBNへの電子ドープがギリギリ
起こらないドープ量であるという。論文中では絶縁体である hBNは電子を好まないため、hBNへの
ドープが起こる構造ではエネルギー不安定になると主張されている。しかし、ギャップを持つ半導体
などでは電荷がドープされても安定的に存在しており、次に示す絶縁体である bulkの hBNに電子
ドープすることで金属化するという実験事実からも、この主張は結果の傾向と偶然一致するだけの
ものであり本質的な原因を指摘しているものではないと言える。
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図 4.21 x は M=C12 や C6(BN)3 として、LixM と表記した場合の x にあたり、Li のドープ比率を表す。Li をグラフェン
や hBN で構成される二層構造の層間に挟んだ系と、挟まない系についてのエネルギー差を (a)EI、Li を層間から引き抜く
際の平均反応エネルギーを (b)ER としてその正負を計算している。影を付けられた領域はエネルギー的に不安定であること
を示している。(c)それぞれの構造について各原子に働く力が一定以下になるまで relax計算をした後の、Liと層の間の距離
をプロットしたもの。○は AA 積層、■は AB 積層を表す [73]。

最後に hBN結晶の層間にLi原子を添加した結晶についての論文を紹介する。bulkの hBNではグラ
ファイトと同様 Li原子を層間に intercalateすることが可能であると実験的に示されている [84][85]。
Li原子を層間に持つことで室温における電気伝導度が 10−15 から 10−7(Ω−1cm−1)へと変化するこ
とが観測されており、絶縁体である hBNに対しても Li原子から電荷移動が起こっている証拠であ
る [85]。Li原子により伝導電子が生じることは理論的にも確かめられている [86]。これまでワイド
ギャップ絶縁体である hBNに対しては超伝導という観点からの研究が全く行われていないが、伝導
電子が存在していることから新規超伝導体となる可能性が十分に考えられる。

4.3 室温超伝導
超伝導研究の究極の目標は実用可能な室温超伝導体という夢の実現であろう。室温超伝導を最初
に実現すればノーベル賞がほぼ確実とまで言われるが、これまでに幾つか室温超伝導体を発見した
と主張する論文が発表されている。それらのうち興味深いものを紹介する。

今日の高温超伝導体の研究の始まりは J. G. Bednorzおよび K. A. Müllerによる銅酸化物超伝導
体の発見 [33]がきっかけとなる。その後の研究により、現在最も転移温度が高い超伝導体としては
1993年に発見された水銀系銅酸化物超伝導体 Hg-Ba-Ca-Cu-O(Hg-1223)であり、Tc = 133K(−120

℃)という報告がある [34]。銅酸化物系の超伝導の仕組みはフォノン機構のBCS理論では説明出来な
いエキゾチックな超伝導であるとされ、BCS理論に従う物質として最も転移温度が高いものはMgB2

の Tc = 39Kである [78]。しかしこれらは大気圧下での最高転移温度であり、高圧下ではより高い
転移温度を持つ物質が生成可能であることが知られている。大気圧の下では BCS理論に基づく超伝
導体の転移温度は低い傾向にあることがわかるが、本来 BCS理論に転移温度の上限を与えるような
要素は存在してない。BCS理論に基づく式 (4.1)によると、結晶を構成する元素の質量M が小さい
ほど electron-phonon coefficientは大きくなり転移温度が上昇するはずである。軽元素で構成される
固体の極限的物質として、超高圧化で生成可能であるとされる水素の固体結晶が 300-350Kで超伝
導を示すという数値計算結果はある [79]が、実験的には検証されていない。ごく最近、超高圧化で
金属水素の合成に成功したとの報告がなされており [87]、さらなる検証と超伝導性の確認が期待さ
れている。2017年現在、高圧下を含めたうちで最も高温の超伝導体は、硫化水素 H2Sの固体結晶で
ある [80]。その転移温度は Tc ≃ 203K (-70℃)であり、これは “南極の室温超伝導”と言える (南極
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ボストーク基地において-89.2℃、居住可能地域ではロシアのオイミャコンが-71.2℃を記録してい
る)[81]。

これまでは実験、理論的にある程度保証がされている結果を紹介していた。しかし現在のところは
検証不十分でありながらも、常温常圧という条件下で完全な室温超伝導を実現したと主張する報告が
しばしば見られる。そのうちで近年発表された興味深い論文 [82]を紹介する。同論文では、ブラジル
の鉱山から採掘された自然のグラファイト結晶がおよそ 310-350Kで超伝導状態となったことを実験
的に確認したという。人類の科学的アプローチによる 100年にわたる努力にも関わらず実現しなかっ
た室温超伝導が、自然から出てきたグラファイト結晶で実現するなどありえるわけがないと考えてし
まうが、このような自然が作り出す偶然によって人間が予想できない新たな発見がもたらされる例は
存在する。例えば、2011年にノーベル章を授与されたことで話題となった準結晶は、人工的にしか
作り出せないものだと考えられていたが、なんと宇宙から飛来した隕石中に準結晶構造を取るものが
発見されたという例がある。地球上で自然の準結晶が発見されたことはたった三度しかなく、いずれ
も隕石中から発見されているという [83]。このように人工的に合成されたものでない自然物であろう
とも何らかの特異性、つまり室温超伝導などが観測される可能性も大いにあると考えるべきである。

図 4.22 (左)ブラジルより採取したグラファイト結晶の電気抵抗と温度の関係、電気抵抗は短針間がおよそ 1mmの幅で計測
された。(右) 左図の○で囲われた温度領域について詳細に計測された図。およそ 360K から 300K まで冷却、および加熱し
た際の電気抵抗を計測している。グラフの値はバックグラウンドとして何らかの値を引いたものである [83]。

具体的な実験結果を図 4.22に示した。図 4.22(左)にプロットされているゼロ磁場下での電気抵抗の
グラフでは室温付近でゼロ電気抵抗に落ちるような振舞は見られない。同論文の著者らは図 4.22(右)

に見られるような急激な電気抵抗のわずかな落ちが超伝導の証拠であると主張している。
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第5章 本研究の成果

5.1 先行研究の追計算
本研究では、まず第 5章で紹介した先行研究のうちいくつかについての追計算を行った。第 6章

の計算手法で述べたようにこの研究ではソフトウェアパッケージ、Quantum Espressoおよび EPW

を用いるが、その使用方法に誤りが無いことを確かめ、どのようなパラメーターを用いると実験や既
存の数値計算と一致するのか、もしくは一致しないかなどの傾向を確認する目的がある。次節以降で
紹介するような実験データや数値計算データが存在していない系に対しては、この節での計算によ
り判明した傾向から最適と思われるパラメータを適用する。EPWの手法を用いた先行研究が存在す
る LiC6 mono[68], C6CaC6[67]について追計算を行った。擬ポテンシャルは Quantum Espressoの
公式サイトで配布されている Norm Conserving型 (EPWで用いるWannier90はこの型に対しての
み作動する)、さらに LDA交換相関汎関数を採用しているものを用いた。グラフェン系のような van

der Waals層状構造では、GGA交換相関汎関数が層間の相互作用を弱く評価してしまい正しい結果
を与えないという経験則から、多くのグラフェン超伝導に関する先行研究が LDA交換相関汎関数を
採用している。これら LDAを用いた超伝導に関する先行研究の数値計算が実験と良く一致して来た
ことから、本研究においても LDAを用いることが適切であると考えた。

まず、構造決定の結果について紹介する。最初に大まかな格子定数と層間距離を決定するために、
理想的に同一の層にある原子は全て同一平面上に存在し添加原子はその丁度中間に位置するような
系を考え、二つの長さを変化させながらエネルギーが極小となる数値を特定する。その後、エネル
ギー極小の構造を出発点として、scf計算により各原子に働く力を計算し、受けている力の向きに原
子を微小変位させ、もう一度 scf計算を行う、を全原子に働く力が一定以下になるまで繰り返すとい
う relax計算を行う。これ以降登場する新たな結晶構造は全てこの方法で構造決定を行った。

図 5.1 (左)LiC6 mono、(右)C6CaC6 について、格子定数 (色分けで区別) と層間原子-グラフェン間距離 d(横軸) に対する
全エネルギーの値をプロットしたもの。全エネルギーの基準は図中で最も低い値を 0 とした。赤色下三角形 (minimum) は
同一の格子定数内での極小点を表す。
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図 5.2 LiC6 mono, C6CaC6 についての relax 計算完了後の構造。横向き矢印に書かれた数値は格子定数、縦向き矢印の数
値は Li 原子とその層間の距離を原子単位系 a.u. で表している。

scf計算の k点 gridを 24× 24× 1, 平面波のエネルギーカットオフを 60Ryとして計算した。図 5.1

に格子定数、層間距離についてエネルギー極小点を求めた結果を示している。さらに最低エネルギー
点に相当するパラメータから出発して relax計算を行い、決定された構造の模型と大まかな格子定数,

層間距離を図 5.2に示した。先行研究では LiC6 monoの格子定数 8.012, 層間距離 3.364 (a.u.)[68]、
C6CaC6 の格子定数 8.012, 層間距離 4.252 (a.u.)[67] という値が使用されていたが、概ね一致して
いる。

図 5.3 (上)LiC6 mono、(下)C6CaC6 について、エネルギーバンド図と電子状態密度を表したグラフである。
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次に k点 gridを 24× 24× 1とした scf計算の結果から, 高対称点についてバンド計算することに
より得られるエネルギーバンド図、k点 gridを 36× 36× 1としテトラヘドロン近似を用いた計算
を行い導出される電子状態密度について図 5.3に示した。ともに先行研究 [67][68]のグラフと一致し
ている。

図 5.4 (左)LiC6 mono、(右)C6CaC6 についてのフォノンバンド図。

フォノンについてはこれまで同様 24× 24× 1の k点により scf計算を行い、その後 q点として 6

× 6× 1の gridを用いて固有振動値を計算したものを図 5.4に示した。ともに先行研究 [67][68]のグ
ラフと綺麗に一致しているのがわかる。先行研究ではこのフォノン状態を元に次に示す電子-フォノ
ンカップリングを計算しているが、LiC6 monoに関して大きなマイナス振動数が見られ、これは構
造不安定性を示すものである。q点の gridをさらに細かく 8× 8× 1と取ることにより大幅に改善
することがわかったので結果を図 5.5に示す。経験則として、Γ点付近で大きくマイナスの振動数が
現れる場合は構造の relax計算の条件が緩い場合が多い。また、Γ点から離れた k点においてもマイ
ナス振動の値が続く時は q点のとり方を変えると上手く行く場合が多い。

図 5.5 LiC6 mono について、q 点 grid を 8 × 8 × 1 とした場合のフォノンバンド図。
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最後に EPWを用いて計算した、Eliashberg関数および電子-フォノンカップリング λの結果を図
5.6に示す。C6CaC6 に対しては coarse gridとして k点, q点をそれぞれ 12× 12× 1, 6× 6× 1、
dense gridとして k点, q点を 120× 120× 1, 60× 60× 1を用いた。LiC6 に対して coarse grid

として k点, q点を 8× 8× 1, 8× 8× 1を使用することを試みたが、8× 8× 1の k点に対して
はWannier90による射影でエラーが生じるバグが存在しており、k点, q点として 8× 8× 2, 8×
8× 1 という gridを用いた (coarse gridの k点は q点の整数倍でなければ電子-フォノン行列を計算
することが出来ないためこのような措置を取った)。dense gridについては C6CaC6 と同様である。
Wannier projectionは添加元素の s軌道、および単位胞中の全ての炭素, ボロン, 窒素原子それぞれ
の pz 軌道に対して行った。電子-フォノン計算において考慮するエネルギー幅は Fermiエネルギー
から±2.0 eVの範囲とし、計算に用いるフォノンの最低エネルギーを 5cm−1(これは EPWのデフォ
ルト設定)とした。電子-フォノン計算ではデルタ関数をGaussian関数で近似する操作が必要となる
が、smearing幅はフォノン固有値に関する Gaussianを 0.5 meV, 電子固有値に関する Gaussianを
100 meV幅のもので近似した (先行研究 [68]と同様の smearing)。

図 5.6 (上)LiC6 mono、(下)C6CaC6 についての Eliashberg 関数および λ の値をプロットしたもの。

Eliashberg関数の概形は先行研究 [67][68]と一致しているが、λの値はおおよそ 2倍程度大きな値
が出ている。これは Eliashberg関数においてゼロエネルギー付近に現れているピークが原因となっ
ている。二次元構造では垂直方向に大きく単位胞を取ることで、考えている系と単位胞の繰り返しに
より出現する別の系が相互作用せず独立な二次元結晶とみなせるという近似的な扱いをするが、こ
の別の系との弱い相互作用に電子-フォノンカップリングが反応してしまっていることでこのような
ゼロエネルギーのピークが現れるという [91]。本来存在せず、また実験的に求まる Eliashberg関数
についてもそのようなピークが見られないことから、この部分はカットして計算することにする。具
体的には電子-フォノン計算に用いるフォノンの最低エネルギーを上げることで実現できる。このよ
うな操作は先行論文では明記されていなかったが、次の図 5.7に示すようにカットされた Eliashberg
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関数と λの値が先行研究とおおよそ一致したことから、次節以降ではゼロエネルギー付近のピーク
をカットする操作が正当であるとして実行している。カットするフォノンエネルギーによって λの
値が変化してしまうが、最終的な Tcの値はMcMillan-Allen-Dynes公式における ωlog の項による相
殺でほとんど影響を受けないことを幾つかの計算で確かめている。

図 5.7 (上)LiC6 mono、(下)C6CaC6 についての Eliashberg関数および λの値をプロットしたもの。計算過程でエネルギー
がそれぞれ 70, 60 meV 以下のフォノンをカットしている。
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5.2 グラフェン/hBNヘテロ構造
本研究の当初の目的であった、層間にドーパント原子を挟んだグラフェン/hBNヘテロ接合構造の
結晶について、構造緩和、電子状態、フォノン状態、電子-フォノンカップリング、超伝導転移温度
予測などの計算を行った結果および考察を述べる。研究対象としたドーパント元素は、グラフェンま
たは二層グラフェン系においてある程度の温度で超伝導を誘起している、Li, Caである。今後簡単
のためにグラフェンをG、六方晶窒化ホウ素を hBNと略し、hBN-Li-GやG-Ca-Gのような表記で
層間原子を持つ二層構造を表す。
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図 5.8 (左)hBN-Ca-G、(右)hBN-Li-Gについて、格子定数 (色分けで区別)と層間原子-グラフェン間距離 d(横軸)に対する
全エネルギーの値をプロットしたもの。全エネルギーの基準は図中で最も低い値を 0 とした。赤色下三角形 (minimum) は
同一の格子定数内での極小点を表す。

構造緩和計算について、図 5.8に格子定数と層間原子-グラフェン間距離に対する全エネルギーの
値をプロットしたものを示す。hBN-Ca-G, hBN-Li-Gともに格子定数、層間距離に対しての極小点
を持っている。この後、最もエネルギーの低い構造を初期構造としそれぞれの系について relax計算
を行った。hBN-Ca-Gに関しては原子に働く z軸方向の力が常に層を反対方向に引っ張るような向
きであることがわかり、relax計算の収束判定条件を厳しくすると完全に分離してしまう、つまり構
造不安定であると結論付けられた。hBN-Li-Gでは層にかかる力が z軸方向に関して上下平等に分散
しており、釣り合いを保った平衡状態が実現可能であることが予想される。以後はこの hBN-Li-G、
さらに比較のために計算を行った G-Li-Gについての詳細な結果を示してゆく。

図 5.9 G-Li-G, hBN-Li-G についての relax 計算完了後の構造。横向き矢印に書かれた数値は格子定数、縦向き矢印の数値
は Li 原子とその層間の距離を原子単位系 a.u. で表している。

最終的な relaxed構造は図 5.9に示した。G-Li-Gでは Li原子がグラフェン層のちょうど中間に位
置し、hBN-Li-Gではグラフェン層にかなり寄った構造となっている。
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次に、これらの構造を用いて scf計算を行い、調べることの出来た電子状態について示す。

図 5.10 エネルギーバンド図及び電子状態密度を示す。電子状態密度における各色の線は図中の判例に記す原子軌道に射影さ
れた値に対応する。

図 5.10の状態密度のグラフより、Fermiエネルギー直上の電子状態密度 N(EF )は G-Li-Gでおよそ
1.5, hBN-Li-Gで 1.0 (states/spin/eV)と二層グラフェンが超伝導に有利であること、また G-Li-G,

hBN-Li-Gともに ILバンドが Fermiエネルギーを横切っていないことがわかる。hBN系の方が IL

バンドが 1 eV以上も下に位置している。これは hBN層側へのドープが少ないため、hBN層による
Li原子軌道電子の閉じ込めるという Quantum Confinementの効果が弱まっているせいである。先
行研究では ILバンドが Fermiエネルギーの上に位置している時、グラフェンにおいては Cz フォノ
ンによる散乱過程が禁止され、電子-フォノンカップリングは大きな値を示さないことが示されてい
たが、hBNによるヘテロ接合系においてもこの定説は成り立っているのであろうか。
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図 5.11 左から順にフォノンバンド、フォノン状態密度、Eliashberg 関数および λ のグラフである。線色の使い分けは図中
の凡例に示す通りである。

それを確かめるため計算を行った、フォノン状態と Eliashberg関数についてのグラフを図 5.11に
示した。フォノン状態については大まかに似た傾向を示しているが、電子-フォノンカップリングに
最も影響を与える 50meV以下の低エネルギー領域、さらにグラフェン系では強いカップリングが生
じる 150meV以上の高エネルギー領域でフォノンがソフト化しており、これは明らかに超伝導に有
利な条件である。高エネルギーのフォノンは面内振動によるものであるが、hBNの格子定数がグラ
フェンより大きいことでヘテロ接合では二層グラフェンの場合より単位胞の面内方向長さが少し増
大する。原子間が離れることで面内結合は弱まり、それに起因するフォノンの振動数も小さくなるこ
とが原因と推測される。低エネルギー領域では Li原子を層間に縛る力が小さくなり、フォノンがソ
フト化していると考えられる。フォノンについては有利な傾向が見られるため、ヘテロ接合でより高
温の超伝導が見られることを期待したが、Eliashberg関数および電子-フォノンカップリングは図に
示した通り二層グラフェンに比べて hBNヘテロ構造で小さくなるという結果が得られた。

二層グラフェンとヘテロ構造との違いが生まれた原因を考察するため、電子状態について考察して
みる。電子状態密度のグラフに見られたようにヘテロ構造では hBNにほとんど伝導電子がおらず、
原子と層の間の距離も遠く離れていることから hBN上の電子軌道はグラフェン層に比べると超伝導
にほぼ関与していないと考えられる。このことは 5-2節で見た Ca-GLに hBN層を挿入した場合に
指摘されていたことと一致している。もし hBN側にドープされた電子を完全に無視すれば、ヘテロ
構造において超伝導に寄与する Fermiエネルギー付近の電子状態密度は二層グラフェンの半分以下
にまで目減りすることになる。同程度のフォノン状態密度に対しても、ヘテロ構造の Eliashberg関
数が数倍弱くしか反応していないのはこのためと考えられる。ヘテロ構造においては他のグラフェン
系では考えられないほど Li原子とグラフェン層が接近していたが、この層間距離のアドバンテージ
があまり感じられない結果であった。
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5.3 新奇超伝導体の発見
前節で見たように、Li原子を層間に持つグラフェン/hBN構造は二層グラフェンに比べて超伝導

に不利となる。グラフェン/hBN構造の電子状態を見ると、Liにより供給された伝導電子はグラフェ
ンに多く存在し、hBN側にはあまり電子が供給されていない。結果的に見れば hBN層が入ったこと
により超伝導が阻害されているが、果たして hBN層は本質的に超伝導に不向きなのだろうか？これ
を確かめるために Li原子を層間に持つ二層 hBN構造について第一原理の超伝導計算を行った。

表 5.1 各系、各汎関数での全エネルギー (meV)

LDA LDA+hybrid GGA

Li + hBN-hNB 0 0 0

Li + hBN-hBN +73.7 −19.2 -1.7

hBN-Li-hNB −576.0 +120.1 +18.0

hBN-Li-hBN −946.6 −61.3 −268.7

まずは構造決定、およびエネルギー安定性の確認を行った。通常の bulk hBNでは N原子が B原
子の上に、B原子が N原子の上に位置するように hBN層が積み重なった構造 (α-β stacking)が形
成されることが知られている。二層 hBNにおいても同様の構造 (hBN-hNBと表記する)が安定的で
あると推測されるが、念のため N原子が N原子の上に、B原子が B原子の上に位置するように二
つの hBN層が重なる α-α stacking構造 (hBN-hBNと表記する)についても考慮した。つまり計算
対象としては、孤立した Li原子と孤立した hBN-hNB(Li + hBN-hNB)、孤立した Li原子と孤立し
た hBN-hBN(Li + hBN-hBN)、Li原子を層間に取り入れた二層 hBN-hNB(hBN-Li-hNB)、Li原子
を層間に取り入れた二層 hBN-hBN(hBN-Li-hBN)の 4つについて全エネルギー (meV)を計算した。
汎関数として LDA、LDAに hybrid補正を取り込んだもの、GGAの三種類を用いた。結果は表 5.1

に示す。全ての汎関数において hBN-Li-hBNが安定構造であり、hBN-LihNBと比べてもエネルギー
が低いという結果が得られた。これは Li原子を層間に持つことで hBNの積み重なり方が変化する
ことを意味している。bulkの hBNに Li原子を intercalateさせ XRDおよび TEM観察を行った実
験 [84]によると、Li原子を層間に持つことで元の α-β stackingの積み重なり方に乱れが発生するこ
とが指摘されており、この実験的事実はよりエネルギー安定である α-α stacking構造を部分的に形
成していることを示唆するのではないかと思われる。また hBN-Li-hNBが GGA汎関数などで不安
定という結果になっているが、これは先行研究 [73]と一致する。

図 5.12 (左)hBN-Li-hBNの模式図、各原子を Li(緑)、B(青)、N(紫)で区別している。図中の数字は単位胞長さ、Li原子と
hBN層間距離を原子単位系で表したもの。(右)同構造におけるエネルギーバンド図、および電子状態密度DOS(states/eV/spin)
を全 DOS(黒線)、Li 原子軌道に射影された DOS(緑線) で示している。Fermi エネルギーは 0 eV にあたる。

これ以降は最安定構造である hBN-Li-hBNについてのみ扱うことにする。図 5.12に hBN-Li-hBN

の構造模型図とエネルギーバンド図、電子状態密度を示している。Fermiエネルギーを横切るバンド
が存在するため、金属化している。しかし、Li原子軌道の電子状態密度は Fermiエネルギー付近で
0であり、伝導電子は Bや N原子由来の軌道にのみ存在していることがわかる。
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図 5.13 (左上)hBN-Li-hBN の模式図。図中の数字はそれぞれ Li 原子の hBN 層からの高さおよび単位胞の長さを原子単位
系 (a.u.)で表している。(右上)エネルギーバンドおよび電子状態密度。(下)フォノンバンド、フォノン状態密度、Eliashberg
関数および電子-フォノンカップリング定数を示している。

hBN-Li-hBNのフォノンバンド、フォノン状態密度、Eliashberg関数と λについて図 5.13に示し
た。驚くべきことに、グラフェン系では見られなかった大きな λ(≃ 1.17)の値が得られた。予測転移
温度は Coulomb反発定数 µ∗ = 0.14とした場合 24.7.Kという高温である。(参考に最高転移温度に
ついて、グラフェン系で現在観測されているものはCa-二層グラフェンの 4K[66]、グラファイト系で
はCaを層間にもつCaC6の 11.5K[58][59]、フォノン機構の超伝導ではMgB2の 39Kである [78]。)

さらに注目される要素としては、グラフェンやグラファイト系では必須とされていた Fermiエネル
ギーを横切る添加元素由来の ILバンドが存在していないにも関わらず、大きな電子-フォノンカップ
リングが生じていることが挙げられる。

図 5.14 各 (nk,nq) および各 σ (meV) に対する予測転移温度 Tc の結果をプロットしたもの。

この特異的な結果が正しいものであると裏付けるために、まず EPWによる計算結果が用いたパ
ラメータに対して十分収束しているかどうかを確かめた。図 5.14に、el-ph計算の際のフォノンに対
するデルタ関数の Gaussian smearingの値 σ (meV)、および dense gridとして取る k点数 nk(具体
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的には nk × nk × 1の gridで計算), q点数 nq(具体的には nq × nq × 1の gridで計算)を変化させた
場合の転移温度の変化を示す。nkが 120を超えると Tcがほぼ収束していることがわかる。また σが
小さい場合は (nk,nq)を十分に取らないと正しい予測を与えないことがわかる。本来デルタ関数であ
るものを近似しているので、σとしては小さい値を取ることが理想であるが、その場合多くの逆格子
grid点が必要となる。計算コストも含めて考えると、やはり先行研究およびこれまでの結果で示し
た計算で使われていたものと同じ σ = 100 meV、(nk,nq)=(120,60)というパラメータが妥当である
と思われる。

図 5.15 (左) 超伝導ギャップの状態数を温度 (横軸)、エネルギー (縦軸) に対してプロットしている。垂直線に対して平行方
向に変位している大きさが、Fermi 面上に存在する超伝導ギャップの状態数を表している。(右)EPW によるWannier 補間
を用いずに計算した Tc、および補間を用いて計算した Tc(黒)を Coulomb反発定数 µ∗ に対してプロットしたもの。直接計
算の q 点 grid として 4× 4× 1(紫)、6× 6× 1(緑) を用いた。

万全を期すため、統計処理によって生まれたMcMillan-Allen-Dynes公式を用いず、EPWによる
異方的 (k依存性を持つという意)Eliashbergのギャップ方程式の数値計算を行った。図 5.15(左)に
ギャップ方程式の数値計算により導き出される超伝導ギャップの振舞を示している。超伝導ギャップは
各温度における異方的 Eliashbergのギャップ方程式を解いた結果得られるが、0でない超伝導ギャッ
プが得られるうちで最高の温度が超伝導転移温度にあたる。この場合、T = 25K以上の領域で超伝
導ギャップが消滅しており、Tc ≃ 25Kであることが確かめられる。さらにこれまでの二つの手法で
用いられていたWannier90によるタイトバインディング軌道への射影という近似に問題が無いこと
を確認するため、Wannier90を用いずに少ない q点上で el-ph行列を直接計算した結果を導出し、図
5.15(右)に示した。直接計算による結果においても EPWを用いた場合と同様の大きな el-ph カップ
リングと高い転移温度を示していることが確認出来る。
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5.4 新奇超伝導機構の解析
ここからは、なぜ hBN-Li-hBN系においてこのように有利な超伝導が実現しているのかという問
題について解析する。まずは 5.2節で得られたG-Li-Gの結果との比較を行った。電子エネルギーバ
ンド図については既に示した状態密度のグラフより、両者とも Li原子由来の s軌道バンドが Fermi

エネルギーを横切っていないことがわかり、さらに Fermiエネルギー直上の電子状態密度 N(EF )に
ついては、むしろ G-Li-Gが hBN-Li-hBNを上回っている。

図 5.16 (左)hBN-Li-hBN, (右)G-Li-G について、フォノン状態密度、および Eliashberg 関数、el-ph カップリング定数 λ
をプロットしたもの。Li原子へ射影したフォノン状態密度を緑色の領域で表している。(右)では (左)と同じとして凡例を省
略している。

フォノンについてはどうであろうか。詳細に解析するため、両者のフォノン状態密度と Eliashberg

関数を比較したグラフを図 5.16に示した。hBN-Li-hBNでは G-Li-Gに比べて低エネルギー側で状
態密度が高い傾向が見られるが、その比率を圧倒するほどの違いが Eliashberg関数に現れている。つ
まり同程度のフォノン状態に対して、hBN-Li-hBNではG-Li-Gより数倍敏感に電子状態が反応し大
きな電子-フォノンカップリングが生じていると考えられる。なぜこれほど違いが生じるのか。その
原因をより深く追求するために、各フォノン固有状態のそれぞれについてフォノンの linewidthの大
きさをプロットしたグラフを図 5.17に示した。linewidthは第 3章で見たように、el-ph行列要素の
絶対値 2乗に比例する物理量で、対応するフォノン固有状態が媒介する電子-フォノンの相互作用強
さを示すものである。
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図 5.17 hBN-Li-hBN(上)、G-Li-G(下)についてのフォノンバンドとその固有値に対応する linewidthの大きさをカラーバー
に示すスケールに基づく色でプロットしたもの。

図 5.17を見ると、hBN-Li-hBNでは低エネルギーフォノンで大きな linewidthが存在していること
に気づく。特に顕著なのは Γ点付近の 20meV, Γ-M上での 60meV付近である。G-Li-Gでは 20meV

付近に強い強度を持つモードが存在しておらず、Γ-M上の強いピークは hBNに比べて高エネルギー
側に存在している。ここで各フォノン固有値に対応する原子振動がどの変位ベクトルを持っているの
か解析した。その結果をフォノンの linewidthと比較すると、20meV近傍にあるモードは Li原子の
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強い面内方向振動 Lixy を含むことが判明した。この事実を簡潔に示すために、フォノンバンドを Li

原子振動ベクトルの面内、面外それぞれの方向に対して射影する作業を行った。次の図 5.18にその
グラフを示す。低エネルギー領域では大きい linewidthを示す点に必ず Li原子の強い平面振動モー
ドが存在している。もちろん電子状態との相互作用であり、電子状態側の状況にも左右されるので、
Lixy モードがある場所に必ず強い linewidthが現れるわけではないことを注意しておく。
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図 5.18 hBN-Li-hBN のフォノンバンドを Li 原子の x,y,z 方向振動に対して射影し、その大きさをカラーバーに示す色と線
幅で表したもの。
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さらに原子を微小変位させた構造でのエネルギーバンド図が元のバンド図からどの程度変化する
のかを見ることで、その変位方向に対応するフォノンがどの電子状態に強く作用するのかを知るこ
とが出来る。これはDeformationポテンシャルと呼ばれるものである [92]。図 5.19に結果を示す。4

つのバンド図を比較すると、hBN-Li-hBNにおける Liの平面方向変位が電子状態を大きく変化させ
ていることがわかる。

図 5.19 (左)hBN-Li-hBN、(右)G-Li-G について、最上図は赤矢印の示す x および z 方向に Li 原子を変位させることを表
す模型図。各原子を Li(緑)、B(青)、N(紫)、C(銀) で区別している。下図は変位前のエネルギーバンド図を黒線、変位後の
エネルギーバンド図を緑線で表したもの。変位距離として x 軸方向単位胞長さの 1/10 に相当する値を用いた。

以上により、低エネルギー領域に存在する Lixyフォノンが hBN層上の π∗ − π∗電子間遷移で大き
な el-phカップリングを生じさせており、このことが今回の新奇超伝導発現に大きく寄与していると
確認された。層間原子の面内方向振動が支配的に成り得ることは C6CaC6 の先行研究 [67]において
すでに指摘されている。しかし C6CaC6 では Caxy フォノンによる λは 0.5程度であったのに対し、
hBN-Li-hBNではその倍ほどの値が出現している。また同様の構造である G-Li-Gにおいても Lixy

フォノンは同程度存在しているが、電子-フォノンカップリングの大きさに明らかな違いがある。まず
考えられる原因は hBN層と Li原子間の距離 (≃3.24 a.u.)がグラフェンの場合 (≃3.4 a.u.)に比べて
極めて接近していることである。必然的に相互作用する Li原子と hBN上の π∗電子が空間的に近く
なるので、電子-フォノンカップリングが大きくなることが納得出来る。しかし、hBN-Li-Gの構造で
は Li原子が圧倒的にグラフェン層側に引き寄せられている (≃3.08 a.u.)にも関わらず、hBN-Li-hBN

ほどの強い作用が働いていない。この状況から判断すると、単純に原子間の距離が近づくことだけで
は hBN-Li-hBNで見られたような大きさの電子-フォノンカップリングを生み出すことは出来ないと
推測される。電子状態を詳しく見るために、Fermi面上の電子固有状態の幾つかについて電子の存在
確率密度分布を描画した。
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図 5.20 先に示した図 5.19のエネルギーバンド図において赤印×を付けた固有状態について、その波動関数に対応する確率密
度分布をプロットした図。単位は a.u.−3 であり、単位胞全体積分で 1となるよう規格化されている。等値面を 0.003 a.u.−3

として、図の右に示すカラーバーに対応する色により描画している。

図 5.20を見ると、hBN-Li-hBNとG-Li-Gの確率密度分布ではその形に違いがあることがわかる。
G-Li-Gで見られるような C原子の上下に局在した形は π∗ 電子本来の分布に近いものであり、他の
アルカリ元素を層間に持つグラフェン、二層グラフェン、グラファイトにおいて同様の分布が見ら
れることを確認している。他方、hBN-Li-hBNでは B原子に付随する軌道が隣り合う層の B原子軌
道と混じり合い、層間で繋がった形を形成している。電子の分布が B原子間に多く存在することで、
隣り合う hBN層間に弱い共有結合が生じていると見ることが出来る (分布の形状が等値面の選び方
によるものではないことを図 5.21により確認出来る)。本節の冒頭で見たように α-β stackingと比
べて α-α stackingが安定化するのはこの弱い共有結合によるものと推測される。さらに、この様に
広がった電子の分布により Li原子と電子の相互作用が起きやすくなると考えられる。hBN-Li-hBN

がG-Li-Gに比べて Li原子の平面方向変位によってエネルギーバンド図が大きく変化していたこと、
Lixy フォノンと Bの π∗ 電子が強く相互作用し Eliashberg関数および超伝導転移温度の値が増大し
ていたことは、Li原子位置と π∗電子の分布が近接するという特徴的な現象によるものであると説明
出来る。確率密度分布が B原子から離れた位置にまで広がるという現象は、hBN層間距離の近さお
よび B原子の持つ低い電気陰性度に起因するものである。

図 5.21 先に示した図 5.20 と同様の電荷密度分布。M-Γ のみを扱っている。等値面を 10−4 として描画したもの。
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さらに新規超伝導機構を深く追求するため、Li原子を層間に持つ hBNの bulk構造 (hBN-Li bulk)

についての計算を行った。電子状態についての k点 gridは 12×12×6、フォノンについての q点 grid

は 6× 6× 3とし、EPWにより k点 60× 60× 30、q点 30× 30× 15の逆格子 gridへと補間した。

図 5.22 (左)hBN-Li bulkの模型図および右図に示すバンド図上の L-A間で Fermi面に存在している固有状態についての確
率密度分布。図中の球、数字、確率密度分布は既に示した hBN-Li-hBN と同じものを表す。(右) 平衡位置での電子エネル
ギーバンド図 (黒線)、Deformationポテンシャル (緑線)、電子状態密度を図中の凡例に示す軌道についてプロットしたもの。
Deformation ポテンシャルは hBN-LI-hBN の場合と同様の向き、距離比率だけ Li 原子を変位させたもの。

hBN-Li bulkについての relax構造、確率密度分布、電子エネルギーバンド図、電子状態密度を図
5.22に示した。hBN-Li-hBNと同じく hBN層間を繋ぐような電荷分布、Fermi面を横切らない IL

バンドなどが見られる。hBN-Li-hBNとの違いとして、層間距離の減少、Deformationポテンシャル
の増大などが確認できる。

図 5.23 hBN-Li-hBN および hBN-Li bulk 構造について、フォノン状態密度、Eliashberg 関数、電子フォノン-カップリン
グ定数をエネルギーに対してプロットしたもの。緑で塗りつぶされた領域が Li 原子に射影されたフォノン DOS、黒線は全
フォノン DOS、青線が Eliashberg 関数、薄青線が λ を示す。

次に hBN-Li bulkのフォノン状態密度、Eliashberg関数、電子-フォノンカップリング λについて
hBN-Li-hBNと比較したものを図 5.23に示す。bulkでは低エネルギーの Li平面フォノンに対応する
Elishberg関数が hBN-Li-hBNと同等の大きさを示しており、既に指摘した電荷密度の特徴的な形が
強い電子-フォノン相互作用を引き起こしているという説のさらなる裏付けになっている。しかし最
終的な電子-フォノンカップリングは λ = 0.66、超伝導転移温度は Tc = 8.46 K (µ∗ = 0.14とした)

であり、hBN-Li-hBNに比べて超伝導に不利であるという結果になっている。これはフォノン DOS
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および Eliashberg関数のグラフからわかるように、bulk構造を取ることによって Li原子振動フォノ
ンのエネルギーが増大していることが原因である。
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第6章 結論

本研究では超伝導という観点からの研究がされて来なかった六方晶窒化ホウ素 (hBN)に新たに着
目し、hBN層を含むような様々な二次元構造について超伝導状態を数値計算により予測した。結果
をまとめると以下の様になる。

• Li原子を層間に持つ二層グラフェンでは極めて低い超伝導転移温度が予測された。この構造で
は層間原子軌道に伝導電子が存在しておらず、この時超伝導に不利になるというのは先行研究
で多く述べられていた定説どおりである。

• アルカリ原子を層間に持つグラフェン/hBN二層ヘテロ構造では、Li原子を層間に持つ場合に
安定構造をとることがわかった。この構造においても Li軌道に伝導電子がおらず、超伝導転移
温度は二層グラフェンの場合よりさらに下がるという予測結果を得た。これは hBN層が Li原
子から遠ざかり、hBN層上の伝導電子が超伝導に寄与しなくなるということから説明出来る。

• Li原子を層間に持つ hBN二層構造では Li軌道に伝導電子が存在していないにも関わらず、非
常に高い超伝導転移温度が予測されることを発見した。hBN層間の接近と B原子の低い電気
陰性度により電子の分布がグラフェンでは見られなかった層間を繋ぐような形状を持ち、この
電荷密度分布よって構造安定化、Li原子平面フォノンとの強い相互作用を生み出しているとい
う新奇機構を解明した。

• Li原子を層間にもつ bulk構造の hBNでは二層構造と同様の機構により強い電子-フォノン相
互作用が発生していることを突き止めた。このことは新規超伝導機構のさらなる裏付けとなっ
ている。ただし、転移温度は二層 hBNに比べて下がるという結果が得られた。その原因は Li

原子フォノンがハード化していることによるものであると突き止めた。

本研究の主な成果として、Li原子を層間に持つ二層 hBNにおいてグラフェン系には見られなかっ
た新たな超伝導機構が生じていることを明らかにした。その機構から生じる超伝導の転移温度はフォ
ノン媒介の超伝導としては極めて高い値であり、新たな薄膜超伝導物質の可能性を示すものである。
今後、本研究で指摘した新奇超伝導機構の実験的実証や、この機構に基づいて新たな薄膜超伝導物質
を予測し探索する研究が期待される。
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付録

付録として、Quantum Espressoおよび EPW使用上の注意点を載せておく。

• pp.xによる charge-density計算の注意点
plot num=7と指定することにより、5.3節と 5.4節で示したような特定の固有状態に対応する
charge-densityの分布が得られる。注意点として、単位は (a.u.−3)であり、単位胞全体積分で
1となるよう規格化されている。素電荷の因子が掛けられていないため、そのままの出力値を
用いるならば電荷密度分布ではなく存在確率密度分布と呼ぶ方が適切と思われる。

• フォノン計算の注意点
　グラフェンなどの二次元構造では垂直方向に対する原子の復元力が弱く、厳しい条件で構造緩
和計算を行い全ての原子を平衡位置に持って来なければ、音響モードにあたる一番エネルギー
の低い 3バンドが Γ点付近で著しいマイナスの固有振動を取ってしまうことが多い。el-ph計
算では一定の振動数以下のフォノンを無視するため、後の計算にエラーは生じないが、そもそ
も不安定構造である可能性が高いため、構造緩和計算については第 5章で具体例とともに詳し
く説明した。

• matdyn.xの注意点
matdyn.xでは一部の構造、特定の q点 gridでの計算に関して “Error in routine frc blk (1):

wrong total weight”というエラー表示とともに計算がストップしてしまうバグが存在している。
本研究では hBN-Li-hBNにおいて q点 grid 3x3x1、および 6x6x1 の時このようなエラーが発
生した。その他質問サイトである pw forumにおいても同様の症状が発生しているユーザーの
存在を確認している。エラーの原因は、qe-6.0/PW/src/wsweight.f90のソースコード 63行目
にある if ( abs(ck) .lt. 1.0d-6 ) nreq = nreq + 1という処理にある。計算誤差の蓄積が if文
の条件である 1.0d-6を超えると、本来数えられるべき点が飛ばされてしまう。1.0d-6を 1.0d-4

に置き換えてやることでエラーの発生はなくなった。

• el-ph計算の注意点
　デフォルト設定では ph.xの指定出力ファイル内の elpd direlph.inp lambdaX (Xは何番目の
q点であるかを表す。)に各 q、各モードごとの λq,ν が出力されているが、このファイルの一
番上の行に q点の座標、そして次の数行にフォノン振動数の 2乗の値が出力される。このフォ
ノン振動数の 2乗の値がある一定値-3.32248E-8(-20cm−1に相当)～0の範囲内のマイナス値で
あると、この値がそのまま 1/2乗され lambda.xの outファイルに NANと表示されるエラー
が生じる。解決策としては、ソースコード (qe6.0/PHonon/PH/elphon.f90)の 825行目にある
abs関数を消去するか、elph.inp lambdaX内の該当箇所を 0などと書き換えてしまうかの二つ
の方法がある。

• EPW使用上の注意点 (1)

　 EPWは k点ごとの計算を並列する機能が備わっている。これは mpirun -np X ～/epw.x

-npool X ＜ epw.in ＞ epw.out (Xは並列したいノード数)のような bashコマンドで利用可能
である。epw.xの前に動作させる pw.xについても同様のコマンドを用いて同じ並列数で並列
しなければならないが、この時 scf計算では k点の数が少ない場合エラーが生じる。回避する
ためには k点の数を増やすか、scf計算についてのみ wf collect=’true’と指定した上で R & G

space divisionによる並列計算 (-np Xのみを指定することで可能)を実行すれば epw.xを動か
すことが出来る。
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• EPW使用上の注意点 (2)

　 epw.xのチュートリアル計算などでは epbwrite=’true’という設定がされており、coarse grid

での el-ph行列要素計算を毎回行う。その結果は prefix.epbX(X=1～並列ノード数)というファ
イルに出力される。同じ系, 同じ coarse (k, q)点, 同じノード数を用いて、他のパラメータを変
更した計算を二回目以降行う場合にはこの epbファイルを全て新しいディレクトリにコピーし
epbwrite=’false’, epbread=’true’と指定することで再び同じ計算を繰り返すというロスを防ぐ
ことが出来る。epw.xの outファイルにおいて “irreducible q point #1”などの部分で多大な時
間を要している時、計算機上では el-ph行列要素を計算している。

• EPW使用上の注意点 (3)

　最後に、Wannier90によるタイトバインディング近似された電子バンド図を元の電子バン
ド図と一致、かつWannier90内部での繰り返し計算を収束 (prefix.woutの最後の方にある “

←DLTA”と書かれた 1サイクルごとの変化値が 1.0E-10程度以下まで落ちると良い)するよう
Wannierのパラメータを調節する作業について。EPWでのWannier90を使用する際のおおま
かな流れを説明する。まずは近似に使用する原子軌道を選び出す。超伝導計算に用いる Fermi

エネルギー近傍に存在しているバンド、それを主に生み出していると思われる軌道を使用する
のが適切であろう。例えば LiC6 monoであれば Liの s軌道、Cの pz軌道である。Fermiエネ
ルギー付近に存在するのは 3本のバンドだけであるが、対称性を破壊しないように Cの 6原子
全ての pz軌道を用いるようにした。こうして選びだした軌道が作り出すと思わわれるバンド
を全て特定し、その最低エネルギー点と最高エネルギー点のエネルギーを、epw.xの inputで
は dis win min, dis win maxなどの変数に代入する。このエネルギー幅の中に他の考慮しない
バンドが存在している場合、そのバンドのうち最も Fermiエネルギーに近い固有値を特定し、
dis froz min, dis froz maxの変数に代入する。この frozen windowの内部の固有値は必ず固定
されるようになっている。

図 6.1 LiC6 mono のエネルギーバンド図、Fermi エネルギーが EF として示されており、図中の s, pz は Li の s 軌道, C
の pz 軌道由来のバンドを表す。赤丸はそれぞれ dis win min, dis win max, dis froz min, dis froz max にあたる固有値、
その右側にある枠線で囲まれた値が実際にパラメータとして用いるべき値となる。

図 6.1に LiC6 monoの場合のバンド図及び設定パラメータを示している。Wanier90ではなぜ

68



か設定パラメータの小数点 4桁を四捨五入して小数点 3桁の実数として読み込んでしまうため、
場合によって臨機応変に小数点 4桁目を切り上げ切り下げする必要がある。図 6.2にWannier

近似後のエネルギーバンドとの比較を示している。

図 6.2 LiC6 mono のエネルギーバンド図 (紫線)、その上に描画した wannier 近似後のエネルギーバンド (緑線)。
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